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Momento angular

En el Capitulo 6 estudiamos la descripcién general de transformaciones fisicas
en el espacio de Hilbert. Alli estudiamos algunas transformaciones de simetria, los
generadores de estas transformaciones y algunas de sus propiedades. Las simetrias
son fundamentales en la fisica y el concepto de simetria de rotacién junto con su
generador, el momento angular, es una de las més importantes. Asimismo, hemos
visto que existen manifestaciones del momento angular sin contraparte clésica, tal
como es el espin. En este Capitulo nos concentraremos en el analisis del momen-
to angular en Mecdnica Cudntica, analizaremos su representacién general y pro-
piedades. Ademads, estudiaremos las caracteristicas de la contraparte clasica del
momento angular: el momento angular orbital.

11.1. Rotaciones y momento angular

En el Capitulo 6 definimos al momento angular como el generador de las rota-
ciones. Mostramos ademads que una rotacién finita de un angulo ¢ alrededor del
eje ¢, se encuentra representada por la siguiente transformacién unitaria:

D(Rq () = ¢ H67.

=g .
Donde ] representa el momento angular, compuesto por un conjunto de operado-
=4 . . . . .,
res | = (Jy,Jy,];) que satisfacen las siguientes relaciones de conmutaci6n:

[]j;]k] = 1heji i
Es decir, dado un estado arbitrario [¢), el estado 'rotado’ [¢)”) resulta ser:
) = D (R, (¢)) ).
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En este punto es importante volver a enfatizar que, como vimos, la rotacién en el
espacio de las coordenadas se encuentra representada por una matriz ortogonal
Rz (¢) de 3x3. Mientras que D (Rgn(¢)) es una matriz unitaria que actda en el es-
pacio de estados, y por lo tanto es de dimensién igual a la del espacio de Hilbert al
que pertenece |). A continuacién analizaremos las propiedades espectrales de los
operadores de momento angular.

11.2. Diagonalizacién simultanea de J?y J,

A partir de las relaciones de conmutacién para el operador momento angular,
es facil verificar que el operador 72 = ]2 +]y2 +]J2 conmuta con cada componente del
momento angular.

>
% Ji]=0.
Por lo tanto, podremos construir bases de autoestados comunes a ]2 y cualquier

componente del momento angular. En lo que sigue construiremos estos autoes-

tados para ]2 y J,. Con este fin, serd conveniente definir operadores de subida y
bajada, que cumplen un rol muy similar a los operadores de creacién y destruc-
cién para un oscilador arménico:

]i :]xii]yl

y por lo tanto J_ = J!. Estos operadores obviamente conmutan con J? y satisfacen
la siguiente relacién de conmutacién con J,:

[z Jel =R ],

De esta igualdad surge que si el vector |a, b) es autoestado de T2 y ], con autovalores

ah? y bh respectivamente, entonces J,|a, b) es autoestado de T2 y de J, con autova-
lores ah? y (b + 1)h respectivamente. Esto surge trivialmente de las identidades

J? Jila,b) = J.Jla,b) = ah’L.|a,b)
JJsla, by = (JoJ, £ h].)la,b)y = (b+1)h].l|a,b) (11.1)
Ademas es facil ver que:
Jsle =J? = J2 % 1. (11.2

Con estos ingredientes es relativamente simple encontrar el espectro de ]2 y I,
Para eso procedemos de la siguiente manera.

1. Los autovalores a son positivos, y para cada valor de a el autovalor b esta acotado.
Esto surge a partir de ver que el operador

1
?—ﬁ=§UJwHJJZQ
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es semidefinido positivo. Para ello observemos que los operadores J_J, = J1],
y J.J- =J1]_ son semi definidos positivos. En efecto, se cumple que para todo
estado |9), (PlJz]:l) = II/[)]I> > 0. Por lo tanto,

72 -72/a,b) = (a® - b?)|a, b) > 0,
= a> b2 (11.3)

. Para todo a, existe j > 0 tal que —j < b < j, y ademds a = j(j + 1). Primero
expresemos la forma general de la acciéon de los operadores J, y J_ sobre los

autoestados de f2 y J,- Usando (11.2):
{a,bl]]_]|a,b) B a-b>-b)>0 = a-b(b+1)>0,
(a,b|],]_la, b) W (a-b*+b)>0 = a-b(b-1)>0.
Dado un a estas ecuaciones son validas para todo b. Sin embargo, como vi-
mos en el punto anterior, el espectro de J, se encuentra acotado. Es decir,

byin < b < by, de manera que la accién de J, sobre el autovector con auto-
valor para b,,,, debe ser cero:

<a’ bmaxll—]-i—'aJ bmax> = hz(a_ brzmzx - bmax) =0 = a= bmux(bmax + 1);
(a, bmax|]+]—|ar biax) hz(a_ br2nax +bpax) 20 = a>byax(bpax — 1)

Por lo tanto, combinando ambas ecuaciones, concluimos ademds que b, > 0.
Asimismo, la acciéon de J_ sobre el autovector con autovalor b,,;, también de-
be ser cero:

<arbmin|]+]—|albmin> = hz(a_ b2 + bmin) =0 = a= bmin(bmin - 1);

min

<arbmin|]—]+|arbmin> = h2(a - bfm‘n - bmin) >0 = a> bmin(bmin + 1)'

Lo que nos lleva a concluir que b,,;,, < 0. Finalmente, vemos que a = b, (0,10 +
1) = |bminl(|bminl + 1), y por lo tanto b,,,, = |b,,iul- Teniendo en cuenta esto, a
partir de ahora cambiaremos de notacién: llamaremos b = m, b,,,, = j y en-
tonces a = j(j + 1); a los autoestados comunes de ]2 y J, los denominaremos
entonces |j, m). O sea,

j,m) =la, ).

. Espectro de ] v J,: j v m son enteros o seminenteros. Mas arriba demostra-
mos que los operadores ], nos permiten movernos hacia arriba o hacia abajo
del espectro de J,. O sea, el estado J.[j, m) es autoestado de ], con autovalor
(m % 1)h. Es decir:

Jolj,m)y = C.(j,m)lj,m=1),

donde las constantes C,(j,m) se obtienen imponiendo la normalizacién de
los estados |j, m) y resultan ser

IC.> = (G, mlJs].lj,m) = (G, ml]> = J2 F h]|j, m)
R2(j(j+ 1) = m(m = 1))
= RGFm)(j+1+m).
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En consecuencia, podemos escribir que

Jeli;my = Bj(j+1)—m(m£1)j,m1)
= Wi Fm)(+1£m)j,m1)

o bien
1
.1 —1 = + .; ’
ym£1) h\/j(j+1)—m(mil)]_ > m)
1
‘; +1 = + ‘; .
m 1) h\/(j¢m)(j+1im)]‘ [, m

Sabemos que el espectro de J, esta acotado ya que debe valer que —j < m < j.
Por lo tanto, como usamos en el punto anterior:

]+|]!]> = 0,
Jli-i) = o
El argumento para demostrar que j es entero o semientero ahora es idéntico
al usado para encontrar el espectro del oscilador armoénico: Supongamos que
partimos del estado |j, j) y aplicamos sucesivas veces el operador J_. Luego de
k pasos, llegaremos al estado |j,j —k). Si j no fuera entero o semientero en-
tonces podriamos repetir este procedimiento un nimero de veces suficiente
como para encontrar un valor de m < —j lo cual es absurdo. Solamente cuan-
do j es entero o semientero podemos asegurar que partiendo del estado |j, j)
llegaremos al estado |j,—j) en un nimero entero de pasos. La cantidad de
pasos es siempre (2] +1).

En resumen, mostramos que los autoestados de J? y J, son tales que:

Jli;my=j(j+Dh*|j,my,  Jlj,my=mhlj,m) con -j<m<j

donde j puede tomar valores enteros o semienteros.

Es importante notar que los subespacios generados por los vectores {|j, m),—j <

m < j} son invariantes frente a las rotaciones. Esto es facil de demostrar ya que
. ., . =g — .
cualquier rotacion es de la forma D(Rg (¢)) = exp(—i¢] - ¢,). En consecuencia el

operador D(R;(¢)) conmuta con T y por lo tanto transforma un autoestado de
este operador en otro autoestado con el mismo autovalor. O sea, las rotaciones no
mezclan vectores con diferente valor del niimero cuantico j.

Para uso futuro, conviene recolectar aqui algunas identidades importantes. Apli-

cando J_ sucesivas veces al estado |j, m) obtenemos

Jljmy = B +m)(j+1—m)|j,m=1),
]I—(|]1m> — hk\/§]+m)'(]+k—m)' |j}m—k>,

j+m—k)!(j—m)!

.. 290kt
]ﬂ]:]) = hk\fm|]:]—k>-
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De las expresiones anteriores se deduce la formula para obtener el estado |j, m) a
partir de |}, j). Esto es, aplicando la férmula anterior para J_ con k = j —m:

e o 1270 (G —m)! .
j—m — pjom (2N T
J7Mi )y =h G+m) |j, m),
o bien
. 1 (j +m)! jom s
= — . 11.
ljm) = 27t (= m)l JE G ) (11.4)

11.3. Matrices de J, y J,. Ejemplos: spin 1/2y 1.

En este caso veremos ejemplos de los generadores de las rotaciones para particu-
las de spin 1/2 y 1. Comenzaremos por notar que las matrices de los operadores

Jxy ]y se pueden obtener facilmente en la base de autoestados de f2 y J,. Para eso
tenemos que recordar que

1 1
Jx = E(]+ +]—): ]y = Z(]+ _]—)-

En consecuencia, usando que

Julj,my=hJ(j F m)(j £ m+1)|j,m+1)

deducimos que la matrices de J, y J, son tales que

DTG+ 1) Sy + NG MG =15 1) S1)

Gom'lT lj,my = %(J(j —m)(j+m+1) Spmar = NG+ m)G = m+1) Sy )

(G mllj, m)

Podemos calcular explicitamente estas matrices para los casos j =1/2y j = 1.

1. j =1/2. En ese caso tenemos m = 1/2,—-1/2 (ordenamos los vectores de la base
siguiendo el orden decreciente del numero m). En este caso, las ecuaciones
anteriores implican que cuando m = 1/2, el Gnico elemento de matriz no nulo

de J, y]y es
1 1 11 h 1 1 11 h
<§;_E|]x |§IE>_§J <§1_§|]y |§;§>__Z'
En consecuencia, las matrices de

h(o 1 h(0 —i E(1 0
]xzi(l 0)' ]yzi(i 0)’ ]ZZE(O —1)'

Evidentemente, en este caso obtenemos un viejo resultado (pero lo hacemos
de manera constructiva): J; = Zoy.
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2. j=1.Eneste caso m =-1,0,1. Cuando m = 1 los inicos elementos de matriz
no nulos son

(1,11/4[1,0)

:<110|]x|1;1>; <110|]x|11_1>: :<11_1|]x|110>1

i M
V2 V2
_h h
(L1,J1,0) = —i—==~(1,0]],I1,1), (1,0|]y|1,—1>:—1$:—<1,—1|]3,|1,0>.

V2

En consecuencia las matrices son:

h[O -i 0 1 0 O
V2{o i o -

010
1 01
010

h
]x‘%

11.4. Momento angular orbital

Veamos ahora qué es lo que sucede con las rotaciones sobre las funciones de
onda (ignorando el grado de libertad de spin). En este caso, el generador de las ro-

. =g .
taciones es el momento angular ] que se encuentra relacionado con su contraparte
clasica y llamamos momento angular orbital. E1 momento angular orbital de una
particula, se define como:

L=7Ap.
Donde las componentes de este operador,
Ly=yp,- 2Py, Ly =2Zpx—Xp; L;= XPy = YPxs

son tales que se satisfacen las relaciones fundamentales de conmutaciéon del mo-
. , g .
mento angular: [L;, L;] = ie;jxhLl; y ademds [L?,L;] = 0. En este caso, de la misma
. =g .
forma que p genera las traslaciones, se puede mostrar L genera las rotaciones en el
espacio de las funciones de onda. Usando el hecho de que en la representacién po-

sicién el operador momento es p; = —ihd;, las componentes del momento angular
son

L, = -ih(yd,-zdy), L,=~il(zdy-xd;), L,=-il(xd,-ydy)

Sera util escribir estos operadores en coordenadas esféricas. Entonces, las com-
ponentes del vector posicién en estas coordenadas son:

x = rsinfcos¢p, y=rsinOsing, z=rcosO.

La inversa de estas ecuaciones puede escribirse como

]

z
ro= Jx?+12+2% cosf= ————, tan¢p=<
\xZ+y?+22 x
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Por lo tanto las derivadas cruzadas son

X z
8xr = - ayr:z, azr:—
r r r
zZx z 1 Z?
aJCCOS6 = __31 ayCOSQZ——Z, azCOSQZ———s,
r r ror
_ Y 21
dytang = — aytan(j)—;.
De esta manera,
sin 6 cos O cos ¢ sin¢
dy = sinBcosdpd, — Gk
X (P r r cos® rsin9c052¢ tan¢
sin 6 cos @'sin ¢ 1
d, = sinBOsin¢d, — _
y Por r «s6 T rsin@cos¢ P
)
sin“ 0
d, = cos@8r+TQCOSQ

O, lo que es lo mismo:

0 .
dy = sin@cos¢8r+cos COS(P(?@— SITI(P 1%
r rsin @

cos@sinq{)a N cos ¢
0

DS
Il

sin@sin ¢d, + d

rsin O
sin @

d, = cosOd,— do

De aqui surge que los operadores de momento angular se pueden escribir como:

L, = ih(sin¢89+cot6cos¢8¢)
L, = —ih(cos¢89—cotesin¢8¢)
L, = —ihdy (11.5)
de lo que surge que:
I = —h2(82+ L 5+ — 82) (11.6)
9" tan0 "’ " sin20 ¢ '

L, = ihe*? (Fidg+cot6 o)

11.4.1. Autovalores y autofunciones de I2 y L,. Los armoénicos
esféricos.

A partir de estas exresiones podemos obtener la forma explicita de las fun-
. =g .
ciones de onda de los autoestados de L? y L,. Llamaremos a estas autofunciones
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. _) .
W,,,(7) = (7]l, m). En estas expresiones [ y m son los autovalores de L? y L, respecti-
vamente. De esta manera, estas funciones deben satisfacer las siguiente ecuaciones:

L, lJplm(?) = mh lIllm(?)
L* W, (") = 1(1+1)h* W, (7)

A partir de las expresiones (11.5) y (11.6) podemos notar ademés que las auto-
funciones solo dependen de la parte angular de la funcién de onda. Dado el vector

posicion 7= ré,, podemos separar la parte angular de la parte radial de la funcién
de onda ¥,,;,,,(7) = Y/"(6, ¢) R(r), donde

Y"(0, ) = (eull, m)
que debe satisfacer:
L, Y"0,¢) = mhY™6,)
2Y"6,4) = I(l+1)k*Y"™@6,¢)

Como R(r) es una funcién arbitraria de cuadrado integrable y normalizada, I2 y
L, no forman un CCOC en el espacio de las funciones de onda ya que sus autova-
lores no especifican la funcién de onda completa. La primer condicién que deben
cumplir estas funciones es

LZYZ’“(Q,cp) = —ih%Y{“(Q,cﬁ):mh Yl’”(e,(j))
Y™M0,9) = ™ f,,(0)

Por otra parte, la funcién de onda del estado con maxima proyeccién del momento
angular (cuando m =[) se obtiene a partir de la ecuacién L, Yll(G,qb) =0:

0
0

L,Y/(0,¢)=he?(dg— lcoto ) Y/(0,¢)
= (dp— lcotB) f,,(0)

Por lo tanto,

dofi1(0) =1 cotO f,,(0).
La solucién de esta ecuacién es inmediata:

£11(0) = (sin0)' g.

De todo lo anterior deducimos que podemos escribir

Y/(0,¢)= ¢"'? (sin0)' g.
Donde, por ahora, la constante g; es elegida de modo tal que la funcién de onda
este normalizada. Una vez obtenida la funciéon de onda de este estado podemos
encontrar las funciones de onda de todos aquellos con m <[ usando que (11.4):

Y"(6, ) = (I+m)! (L_

I-m
l
2111 —m)! f) Y1(0.9).
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que satisfacen las condiciones de normalizacién

TC
J sin6 dod¢g Y/"(0,¢) (Y (0,0)) = 11 Smm
0

Usando todas las expresiones anteriores es posible escribir una expresién simple
para las funciones Y," (6, $) que no son otra cosa mas que los arménicos esféricos.
Esta es:

(sin6)?,

Y"(6,¢) = (‘1)1\/(l+m)!(2l+1) e'me dl-m

20 N (I-m)! 4 (sin©)™ d(cos )

Como vimos en la descripcién general de momento angular, m puede tomar
valores enteros o semienteros. Sin embargo, a partir de un argumento simple vere-
mos que tanto ! y como m sblo pueden tomar valores enteros. A partir de la expresion
que obtuvimos para Y,"(0,¢), la dependencia en ¢ aparece por medio de la ex-
ponencial eime y como la funcién de onda debe ser continua en todo punto, debe

valer que
Y,"(6,0) = Y/"(0,2n)

lo que implica que:

elm27l - 1.

Si m fuera semientero esta expresiéon podria valer -1, de manera que m y I deben
tomar valores enteros.

A modo de ejemplo, incluimos los armoénicos esféricos para los valores mas
bajos de momento angular:

1
YY) = —

\/47(’

YO, ) = Fy /%sin@eiiqb, Y2(0,) = 4 /%cos 0,

+2 15 i .2 +2i¢p +1 - (15 . +i¢p
Y5(0,¢) = 355 SiM 0 e=“'?, Y5 (0,)=7F gsmf)cosee ,
YZO(Q,(P):w/%(?)COSZQ—l).

Otra propiedad que satisface los armoénicos esféricos es:

Y70, ¢) = (-1)" (Y6, ¢))

Finalmente, recordemos entonces que la funcién de onda completa se obtiene
incluyendo la parte radial, y puede escribirse como:

Wym(r,0,¢) = Y,"(0,) R(r).

Donde la condicién de normalizacién para la parte radial es:

Jrz dr|R(r)*> = 1.

*

(11.7)
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11.4.2. Los armoénicos esféricos y las rotaciones

Como vimos, los operadores que representan a las rotaciones en el espacio de
estados conmutan con L2 y, por lo tanto, dejan invariantes los subespacios asocia-
dos con los distintos valores del nimero cudntico /. Por consiguiente, si aplicamos
una rotacién a un estado de la forma |I,m) siempre obtendremos una combinaciéon
lineal de estados con el mismo valor de I:

D (Ryi(¢p)) |1, m) le,m’xz,m'lD<Rﬁ<<p>>|z,m>

ZDm (Rt (@)L, ), (11.8)

En esta expresion, el simbolo D) denota a una matriz de (21 + 1) x (2] + 1) que
depende de | y de la rotacién en cuestion. Estas matrices nos dicen, precisamente,
cémo se mezclan los armoénicos esféricos.

Veamos cOmo es esto: consideremos un autoestado de la posicion arbitrario |7),
donde 7= re; y la parte angular de este vector podemos describirla con un versor ¢,
caracterizado por las coordenadas esféricas 8’y ¢’. Usando esta notacién, podemos
escribir la funcién de onda del autoestado |I, ) como:

Y/"(6,) = Y"(&) = @I, m).
La funcién de onda del estado rotado por D(Rj(¢)) sera

(& IDRi(@))IL,m) = (epll, m),

donde |¢;) = DT(R;(¢))lé}) . Tendiendo en cuenta esta expresién y la Ec. (11.8),
resulta que

(@l my=Y,"(é7) XD,M ()Y (@),

donde ¢, = R;‘g(qo)é} es el vector que se obtiene rotando &, con la rotacién inversa
RL(¢).

Podemos aplicar esta expresién a un caso particular y descubrir que los ele-
mentos de la matriz de D¥) se relacionan también con armoénicos esféricos. Consi-
deremos el versor que antes llamébamos e, apuntando en la direccion del versor
e, (0 sea, tomamos 6 = 0). Si rotamos este versor hasta hacerlo apuntar en la di-
reccién de ¢, cuyas coordenadas esféricas son 0 y ¢ (es decir, el versor que antes
llamébamos €, ahora serd un versor arbitrario e,), entonces podemos escribir que

"6, ) = ZDmm (©)) ¥ (0,0),

donde la matriz RL es la que me lleva del eje &, a &, es decir ¢, = RL(¢)é,. Los
n n
armoénicos esféricos son tales que se cumple que

21 +1

Y/"(0,0) = b0/ = -
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s6lo es no nulo el m = 0, esto también puede verse a partir de notar que |z) es
autovector de L, con autovalor 0. Por lo tanto resulta que

21+1
47

Y"(6, ) = D) (R ().

Cabe notar que la rotacion si cualquier rotacién la podemos representar en térmi-
nos de los dngulos de Euler: R(a, B, 7) = R;(a@)Ry(B)R,(y) entonces R;((p) = R(¢,6,0).

11.4.3. Representaciones irreducibles del grupo de las
rotaciones en H:

Consideremos el espacio de Hilbert de una particula que se mueve en tres di-
mensiones. Este espacio, que llamamos Hy donde 7 = r e, tiene una base formada
por los autoestados del operador posicion, a los que denominamos |F) y forman una
base. Por otra parte, en este mismo espacio podemos definir otra base, como men-
cionamos mds arriba, que esté asociada a un CCOC integrado por I2, L,y algtn
otro operador que conmute con ambos (y que complete la base). Por ejemplo, en el
caso de una particula en un potencial central, este CCOC podria ser completado
por el Hamiltoniano H. De forma que la base esta formada por los estados de la for-
ma |n,[, m). En este espacio de Hilbert actian los representantes de las rotaciones,
a los que llamamos H(R(¢)). Como vimos, las matrices de rotacién no mezclan es-
tados con distinto momento angular . Es decir, en cada subespacio generado por
un dado valor de [ actta un representante de la rotacién a la que llamamos D),
Estos subespacios son llamados “representaciones irreducibles” del grupo de las
rotaciones. Si el subespacio con momento angular ! se denomina H;, entonces el
espacio de Hilbert total es la suma directa de todas las representaciones irreduci-
bles. Es decir

He—; =®;>0H.

11.4.4. Momento angular orbital y energia cinética

Es facil ver que la energia cinética de una particula que se mueve en tres di-
mensiones puede escribirse de modo tal que la parte angular quede determinada
completamente por el momento angular. Esto es equivalente a lo que obtenemos
cuando escribimos el Laplaciano en coordenadas esféricas. Para deducir la forma
explicita de esta relacién podemos calcular

= (FPAD)- (FAP)
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Este producto escalar puede reescribirse en términos de las componentes de los
vectores posiciéon y momento de la siguiente manera:

I_:z = Z €ik1€jmn TkP1 TmPn

ik Lmn

= Z (5k,mél,n - 5k,nél,m) kPl TmPn
k,1,m,n

= Z(fkpz P1— kD1 71Pk)
Tl

= Z(”k kPP — TkPk P1T7) + Z2(—ihrkpk)
Tl k

= Z(”k kPP — TkPk T1P1) + Z?)(iﬁfkpk) + Zﬂ-imkpk)
Tl k X

= P22 —(7- P +ih7p
donde usamos que [, p;] = ihdy ;. En consecuencia, el operador p? resulta ser
- :—2(7-;7)2 ; ih:—z(?-ﬁ) ' :—21?2
= (- %ar(ra,) - %ar +L12)
r
= (20, 5T2)

Utilizaremos esta expresion para escribir la componente del Hamiltoniano asocia-
do a la energia cinética cuando estudiemos potenciales centrales.

11.5. Operadores vectoriales

El momento angular Jesel generador de las rotaciones, lo que quiere decir que

D(Ri(¢)) = exp(—ipii - f/h) Es facil analizar cémo cambia el operador ffrente a
una rotacién. En efecto, calculemos

' = DY(Ri(¢)) ] D(Ri())

Usando las relaciones de conmutacién entre las componentes del momento angu-
lar, se puede demostrar de manera sencilla que

Ji=) (Rt

!

. . . 2 .
Esto quiere decir, que las rotaciones afectan al operador | de la misma manera
que lo hacen con un vector en el espacio R3. Las componentes del operador rotado
son combinaciones lineales de las componentes del operador sin rotar, siendo los
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coeficientes de esa combinacién lineal los elementos de la matriz de rotacién (de
3 x 3) correspondiente.
En efecto, cualquier terna de operadores que cumpla con esta misma condi-

., . . =2
cién forman un operador vectorial. Es decir, V = Ve, + V},E; + V,&, es un operador
vectorial si y sélo si se cumple que

Vi = D} (R ) ViD(Ri($)) = ) (Rl Vi

)

. ., . . . — .
La condicién necesaria y suficiente para que un operador V sea vectorial es que se
cumplan las siguientes relaciones de conmutacién

Ui Vil = ihej Vi

Para demostrar esta identidad basta con considerar una rotacién alrededor del eje
¢, en un angulo infinitesimal. En ese caso tenemos que D(Rx(¢)) = I —i¢],/h. En-
tonces, la condicién de que el operador sea vectorial es equivalente a

V/=Vi+ig(LV; - Vil /b= ) (RAG);Vi
k

Usando la forma explicita de la matriz de rotacién que es tal que (a primer orden
en ¢) sus unicos elementos no nulos son Rgx =1, Ry, = —¢ = —R,,, obtenemos las
condiciones:

i(J.Ve = Vi) = =hV,, i(J,V, = V,J,) = hV,

de donde se desprende que debe valer (], V)] = ihex;, Vin-
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