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El oscilador armoénico

El oscilador arménico es uno de los sistemas favoritos de los fisicos por varios
motivos. Sin duda, uno de ellos es que este sistema es resoluble analiticamente
en el caso cldsico y también en el caso cudntico. Ademads, tiene multiple aplica-
ciones: un oscilador armoénico mecdnico sirve para describir aproximadamente el
movimiento de innumerables sistemas cerca de su posiciéon de equilibrio. Este es
el caso tanto para el andlisis y la descripcién de sistemas cldsicos asi como cuanti-
cos. Como veremos en el capitulo siguiente, la naturaleza, sorprendentemente, nos
provee de un oscilador arménico ideal: la luz. Como veremos, el campo electro-
magnético puede ser descripto como una coleccién de un namero infinito de osci-
ladores armoénicos.

En este capitulo estudiaremos las propiedades del oscilador armoénico cudntico.
Pero lo haremos introduciendo un método algebraico que nos permitird encontrar
tanto los autovalores como los autovectores del Hamiltoniano de manera directa,
sin resolver ninguna ecuacién diferencial.

NOTACION: En este capitulo indicaremos a los operadores en negrita-itdlica,
en vez de usar el usual “sombrero”.

9.1. El del oscilador arménico cuantico

El Hamiltoniano del oscilador arménico es

Este Hamiltoniano puede reescribirse de la siguiente manera, haciendo aparecer
“artificialmente” la constante de Planck f. En efecto, con la constante de Planck
y las constantes que aparecen en el Hamiltoniano podemos definir una escala de
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energia Eg = hw, una escala de longitudes o, = VAi/mw y una de momentos o, =

h/oy = Vhmw. En términos de estas variables el Hamiltoniano se puede reescribir
de la siguiente manera

donde la posicién y momento adimensionales son X = x/o, y p = po,/h. En el caso
cudntico, la posicién y el momento son operadores y también lo son las variables
adimensionales X y p. La relacién de conmutacién canénica [x,p] = ikl se traduce
para las variables adimensionales es

[%,p] = il. (9.1)

9.1.1. Operadores de creacion y destruccion

A partir de las variables adimensionales X y p podemos definir dos nuevos ope-
radores que llamaremos de creacién a' y destruccién a por razones que quedaran
claras mas adelante. Veremos que estos nuevos operadores nos proveeran una he-
rramienta poderosa para analizar las propiedades del oscilador arménico cuantico.
Nos permitiran, por ejemplo. encontrar sus autoestados, autovalores y calcular va-
lores medios sin necesidad de realizar integrales de ningun tipo.

Los definimos estos nuevos operadores de la siguiente manera:

a= L(x +ip), a' = i(az —ip). (9.2)
V2
De dénde las podemos también escribir la relaciones inversas para expresar posi-
cién y momento en términos de a y a':

X = L(a+a+), 1 (a—a"). (9.3)

V2 P= T

El conmutador entre a y a’ puede calcularse utilizando las relaciones de conmu-
tacion canodnicas para Xy p y vale

[a,a']=1. (9.4)

Asimismo, utilizando esta relacién, el Hamiltoniano se reescribe en funcién de
estos nuevos operadores como

H = ho(a'a+ %) (9.5)

9.1.2. Autovalores y autovectores del Hamiltoniano

En lo que sigue veremos como encontrar autovalores y autovectores de H, es
decir, resolver es siguiente sistema:

qu»,)n) = En|¢n>
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En particular, mostraremos que E,, = hw(n + 1/2), con n > 0 y presentaremos un
método para construir los autoestados |¢,;).

Como vimos, el Hamiltoniano puede escribirse en términos de los operadores
de creacién y destruccién como H = hw(a*a +%) Para lo que sigue, introduciremos
un nuevo operador, que llamaremos, sugestivamente, operador de nimero N =
ata. Escribimos entonces el Hamiltoniano como

H = ho(N + %) (9.6)

Vemos entonces que, el problema de encontrar los autovalores y autovectores de H
se reduce a encontrar los de N. En lo que sigue mostraremos que los autovalores del
operador N son numeros enteros n > 0. Obtendremos el espectro de N deduciendo
constructivamente sus propiedades. Es decir, queremos encontrar los auto estados
|¢p,) con autovalores v que cumplen

Nl},) =vip,). (9.7)

Propiedad 1 Todos los autovalores de N son reales y no negativos, es decir N es un
operador positivo.

Esto se deduce del hecho de que para todo estado |¢) vale (¢|N|¢p) > 0, que implica
que los elementos diagonales de la matriz de N en cualquier base son siempre no
negativos. Esto surge de la siguiente observacion: (¢|N|¢p) = (pla’al¢p) = |la|d)||* >
0. O sea, el valor medio (¢p|N|phi) puede expresarse siempre como la norma al
cuadrado del estado a|¢) y por lo tanto es > 0. Como eso vale para cualquier estado,
evidentemente vale también para autoestados |¢,) de N. Por lo tanto, concluimos
que el espectro de N esta acotado por debajo y la cota inferior es cero.

Propiedad 2 Dado un autoestado |¢,) de N con autovalor v, entonces los estados
alg,) v atlp,) son también autoestados del operador N con autovalores v -1y v + 1
respectivamente.

Demostrar esto resulta conveniente utilizar las siguientes relaciones de conmuta-
cién, cuya validez se deduce constructivamente:

[N,a]J=-a y [N,a']=a' (9.8)

Que pueden reescribirse como Na=a(N -1)y N at =a" (N +1).

La demostracién es la siguiente: El estado |¢, ) satisface que N|¢p,) = v|¢p, ). Si
calculamos la accién de N sobre los estados |¢p]) = al|¢p,) y [p)) = a'|¢,) observa-
mos que valen las siguientes ecuaciones:

Nip,)=Nalp,)=a(N-1)lp,) =(v-1)p})
Nl¢”,)= Na'lp,)=a"(N+1)p,) =(v+1)¢;)

Estas ecuaciones implican precisamente que |¢},) y |¢;) son, respectivamente, au-
toestados de N con autovalores v —1 y v + 1 respectivamente. Sin pérdida de ge-
neralidad escribimos entonces |¢;) = C,|p,_1) v |¢;) = C/|$p, 1), donde C, y C)
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son constantes que determinaremos mas adelante. Esto nos muestra que los ope-
radores a y a’ nos permiten recorrer el espectro de N en direccién descendente y
ascendente respectivamente. Es decir:

a|¢v> = C;|¢v—1>
a'lp,) = Clldpya1), (9.9)

Por estas relaciones es que se los define con nombres “biblicos” los operadores.
Llamamos operador de creacion a' y operador de destruccion a. También se los deno-
mina, menos épicamente, operadores de subida y bajada.

Propiedad 3 El estado de autovalor nulo |¢pg) cumple que a|pq) = 0.

Por cierto, tomando en cuenta que por definicién N|¢o) = a*a|py) = 0|¢o), calcu-
lamos la norma de el estado al¢g) v es |lalpo)l|? = (polatalpy) = 0. Por lo tanto el
estado a|¢() es nulo. Vemos entonces que, al aplicar el operador a a |¢() no se-
guimos descendiendo en la escalera de autovalores sino que cero es autovalor més
bajo posible.

Propiedad 4 Los autovalores de N son nifimeros enteros mayores o iguales que cero.

La propiedad 2 implica que la aplicacién de a sucesivamente a un autoestado ge-
nera una escalera de autoestados con autovalor descendiente. La distancia entre los
autovalores de los sucesivos estados es igual a la unidad. Utilizdndola, demostra-
remos que v debe ser un entero por el absurdo. Veamos, si fuera posible encontrar
un valor de v que fuera no entero entonces podriamos aplicar el operador a un
numero de veces igual a la parte entera de v y obtendriamos un autoestado cuyo
autovalor es un numero real entre 0 y 1. Aplicando a una vez mas, generariamos
un estado con autovalor negativo, lo cual es absurdo (ya que mas arriba demostra-
mos que v > 0. El absurdo proviene de suponer que v es no entero. Por lo tanto,
los tinicos valores posibles de v son enteros.

Para recordarnos que los autovalores son enteros, de ahora en adelante no usa-
remos la letra v para indicar su valor, sino la letra n, que normalmente asociamos
a numeros enteros.

Propiedad 5 Los autoestados normalizados con autovalor n # 0 se obtienen a partir de

(o) como |¢p,) = (a)"Ipo)/ V.

Elegimos los estados |¢,,) normalizado a 1 por conveniencia. Como vimos (Ecua-
cion , a®l¢,) = C/|¢,41), donde C// es una constante de normalizacién. Esta
constante puede encontrarse calculando la norma de la expresién anterior. Esto es:

la'lp)I> = 1C,1

<¢n|aa+|¢n> = <¢n|(N + 1)|¢n>
(n+1)
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Entonces, C;/ = Vn+1 y por lo tanto a'|$,) = Vn+1|¢,.1). En este sentido, es
conveniente reescribir las ecuaciones explicitamente:

a|¢n> = \/E|¢n—1>;
a'lpyy = Vn+1ldu). (9.10)

Iterando esta ultima igualdad hasta llegar a n = 0 obtenemos la relacién general

Lo >—\/——a o). (9.11)

En consecuencia, la tarea de encontrar los estados |¢,,) se reduce a la de encontrar
el estado fundamental |¢p) ya que a partir de él podemos construir toda la escalera

ascendente de autoestados aplicando sucesivas veces a'.

Propiedad 6 La funciéon de onda del estado fundamental es una funciéon Gaussiana
centrada en el origen (con ancho o).

Para demostrar esto debemos resolver la tinica ecuacién diferencial que veremos en
este capitulo, que es la que se obtiene a partir de la ecuacién a|¢py) = 0. Escribiendo
esta ecuacién en representacién posicién, recordando que a = (x/o, + ipo,/h)/\2
y que el operador posiciéon en la representaciéon de coordenadas se escribe p —
—ihd,, obtenemos

o, [ 1

(x|a| O>:—X(—x+8 ) o(x)=0. (9.12)
(P \/E CTXZ X (P

Esta ecuacion puede resolverse trivialmente y de ese modo obtenemos la solucién
general ¢g(x) = Agexp(—x?/20?2). La constante A la fijamos por la condicién de
normalizacion fdxlcj)olz(x) = 1. El resultado final es entonces:

Po(x) = ai\/_ exp(-x2/202). (9.13)

B

Es decir, una Gaussiana de ancho o, centrada en el origen.

Propiedad 7 La funcion de onda del cualquier estado excitado ¢, (x) es el producto un
polinomio de grado n por la funcién de onda del estado fundamental.

Esto surge a partir de la observacién de que |¢,) = a™"|¢o)/Vn!. Escribiendo
esta ecuacién en representacion posicion ¢, (x) = (x|¢,,) obtenemos

1 1
Vo Vn!2n

El polinomio que buscamos es entonces un polinomio H,(u#) que cumple

Pulx) =

( — 0,0, ) exp(-x?/202)
OX

(u—y,)" exp(-u?/2) = H,(u)exp(-u?/2). (9.14)
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Estos son los famosos polinomios de Hermite. Con ellos, la funcién de onda del
estado |¢},,) se escribe

1 1
n = Hn / X - 2/2 )?'
) = S o (/o exp(/207)

Veamos algunos ejemplos de los polinomios H,(x) y de las funciones de onda co-
rrespondientes. Utilizando la ecuacién [9.14} es inmediato encontrar la forma fun-
cional explicita de los polinomios. Por ejemplo, los primeros tres son: Hy(u) = 1,
Hy(u) = 2u, Hy(u) = 4u® - 2, H3(u) = 8u® — 12u, etc. En la figura se grafican
funciones de onda para algunos n bajos. Notamos que en todos los casos los poli-
nomios H,(u) tienen grado n y, por lo tanto tienen n raices distintas. Es interesante
observar que el punto u = 0 es raiz de todos los polinomios con #n impar.

Finalmente notamos que los polinomios de Hermite H,(#) son ortogonales en
la métrica definida como

JHn(u)Hm(u)exp(—uz) = V216, mdu.

Esta es, una propiedad esperable, ya que ¢,(x) son auto-vectores de un operador
Hermitico, y por lo tanto son ortogonales fqb*mqbn = O, mdx.

i W)
w0
—E(j 4
- IR—— 1%
— A pres—a
E. L ww
E, Y (x)
- Ea® e WM
her ) B )
104 X

o

Figura 9.1: Primeras 7 funciones de onda (x|¢,) = ¥, (x). Cada una estd despla-
zada en el eje vertical por una cantidad proporcional a su autovalor. Imagen de
Wikimedia Commons.

Propiedad 8 El valor medio tanto de la posicion como del momento es nulo para auto-
estados del hamiltoniano: (x), = (¢,|x|p,) =0y (p), = (P.IplP,.) = 0.
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Teniendo en cuenta que x = oy(a + iat)/V2, y p = —ili(a — ia*)/V20,, pode-
mos calcular los elementos de matriz de estos operadores recordando que a'|¢,,) =

Viu+1|¢,.1)y ald,) = Vnlp,_1). Asi obtenemos las relaciones generales,

<¢n|x|¢m> - %( m+15n,m+1+\/a5n,m—1)

ih
V2o,

De dénde, eligiendo n = m, es inmediato ver que tanto el valor medio de la posicién
como del momento se anula.

(Dulpldm) (Vir+ 16,41+ Ny -1 ) (9.15)

Propiedad 9 El @inico autoestado del Hamiltoniano con indeterminacion minima es el

fundamental |¢pq). En general para autoestados |¢,,) del Hamiltoniano se cumple que
AxAp = h(n+1/2).

Recordemos que la dispersién de un operador cumple A20 = (0?) - (0)? . Los
valores medios (x), y (p), ya fueron calculados en el punto anterior y son nu-
los. Queda entonces calcular los valores medios de los operadores (x2), y (p?),,.
Escribimos primero la expresiones de los operadores x> y p? en funcién de los
operadores de creacién y desctruccuén ay a':

2

X = ¥

2+aa" +a'a)

2
Oy 2
—_ +
> (a“+a
h?
2 2
p = —a —a
2oxz(

+

2t+aa +ata)
Podemos ahora proceder igual que en caso anterior y obtenemos

@=0(ne ) 0= Z—;(rw o)

De dénde es inmediato obtener la relacién de dispersién enunciada.

9.2. Evolucién temporal

La evolucién temporal en la representacion de Schroedinger es bastante senci-
lla. Dado el estado inicial [W(0)) =}, c,|¢,,), el estado a tiempos posteriores es

|W(t)) = ch exp [—i (n + %)wt] lp,)

n

Las frecuencias de Bohr, que aparecen en la evoluciéon de cualquier valor medio
son lineales en la diferencia de autovalores w,,,,, = (n—m)w. De donde podemos ver,
por ejemplo, que pasa si preparamos un estado inicial en una superposicién de dos
autoestados de la energia consecutivos, n y n+ 1. En este caso el valor medio de la
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posiciéon y del momento oscilaran a la frecuencia fundamental de oscilador. Esto
es analogo al caso clésico. Sin embargo, si preparamos una superposiciéon de dos
estados separados en n, estos valores medios oscilaran a una frecuencia nw. Esta
propiedad, en cambio, es propia del oscilador cuantico y no tiene correlato clésico.
Asimismo, si preparamos una superposicién mas compleja, los valores medios se
batirdn a todas la frecuencias de Bohr presentes, como fue descripto en la Seccién
7211

La representaciéon de Heisenberg es también sencilla. Como vimos en la sec-
cién las ecuaciones de evolucién de los operadores posicién y momento son
idénticas a las clasicas y, por lo tanto, pueden ser resueltas exactamente. Lo mismo
ocurre para la ecuacidon de evolucién del operador ay(t) que resulta

1haH = [LlH,h(l)(NH-l-]./Z)]
hwaH, (916)

que se resuelve trivialmente
ay(t) = ay(0)exp(—iwt) = aexp(—iwt), (9.17)

donde a es el operador en la representacion de Schrédinger. Cémo veremos en lo
que sigue, esta representacion sera particularmente tutil para calcular la evolucién
temporal de un tipo de estados especial: los estados coherentes.

9.3. Estados coherentes

En esta seccién estudiaremos un tipo de estados especial que cumple con mu-
chas de las propiedades que esperariamos de un oscilador armoénico clésico: el
valor medio de la posicién y del momento no se anulan simultdneamente, sino
que oscilan a la frecuencia natural de oscilador w y existe un continuo de estados
caracterizados por pardmetro a que caracteriza la energia del estado. Veremos la
funcién de onda que representa a estos estados ¢, = (x|a) serd una Gaussiana que
oscila entorno del origen a frecuencia w. Los estados coherentes, como veremos,
son estados que caracterizan a la luz generada por un laser y son, en un sentido
bien definido, los estados cuanticos mas parecidos a los estados clasicos.

Para encontrar estos estados conviene notar que en la representacién de Hei-
senberg el operador de aniquilacién oscila a frecuencia w, como se mostré en la
ecuaciéon Resulta entonces natural considerar qué forma tienen los autoesta-
dos del operador de aniquilacién a a quienes llamaremos estados “estados cohe-
tentes” |a) y cumplen

ala) = ala). (9.18)

Es importante recordar que a no es hermitico, por lo que sus autovalores serdn, en
general, nimeros complejos.
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9.3.1. Evolucién temporal

Es interesante notar que la evolucién temporal preserva los estados coherentes.
Es decir, un estado coherente evoluciona en otro estado coherente. Esto es también
se deduce de de la ecuacién de Heisenberg para el operador de destruccién es
a(t)y = aexp(—iwt). Veamos

ala(t)) = UUaU|a(0))
= Uapy(t)a(0))
= Uaexp(-iwt)|a(0))
= Uexp(-iwt)agla(0))
exp(—iwt)apla(t)) (9.19)

a(t)|a(t))

En consecuencia, un autoestado del operador a con autovalor @, es un autoes-
tado del operador a(t) para todo tiempo con autovalor

a(t) = agexp(—iwt). (9.20)

De dénde vemos que la fase de a indica el instante de la oscilacién y su médulo
estard relacionada con la energia o amplitud de oscilacién.

9.3.2. Valores medios de posiciéon y momento

En un estado coherente los valores medios de los operadores posicién y mo-
mento evolucionan siguiendo las ecuaciones cldsicas de movimiento. Para demos-
trar esto es conveniente considerar las relaciones generales de los valores medios
(x)y (p) sus casos especiales para un estado coherente (x), y (x),. Tenemos que

(x) = \/EUX Re{a); (x), = \/Eax Re(a)

(o)=Y 1m(a)s ()0 = i (921)

Asi para un estado coherente |a(t)), utilizando la ecuaciéon es inmediato ver
que estos valores medios oscilan a contra-fase con frecuencia w, cémo se buscaba.

9.3.3. Representacion como autoestados de la energia

Veremos ahora que los estados coherentes pueden ser construidos en forma
explicita de manera sencilla. Para eso los escribiremos como una combinacién li-
neal de los autoestados del Hamiltoniano. En efecto, planteando que |a) =}, b,|$,,),
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la ecuacién de autovalores para el operador de destrucciéon puede escribirse como

[l
2
Q
~

ala)

a) bylpu)
Y buVilpur)
anﬂ N+ 1|¢,,)

Il | Il

Q
DR
= = &
F F &
~ ~ ~

De esta ultima ecuacién se deducimos relacién de recurrencia para los coeficientes
b,.1 = ab,/Nn+1. Comenzando con by e iterando esta relacién obtenemos b, =
a”by/Vn!. La constante by la fijamos exigiendo que el estado esté normalizado, es
decir, que cumpla que que 1 = |bo|?Y,|a|*"/n! y por lo tanto by = exp(—|a|*/2).
Juntando todo, estado coherente |a) resulta ser

lay = e—'“'z/ZZ%lm (9.22)

Esta es la forma explicita del estado coherente en la base de auto estados de energia.

9.3.4. Operador desplazamiento

La forma anterior de los estados coherentes puede reescribirse de manera mas
compacta notando que a+n|¢0> = Ml(j)n), sumando la exponencial, recordando
que a|¢o) = 0 y usando la formula de Baker-Campbell-Hausdorff. Veamos,

_ 22 CY” -l-l’l
lay = &) —a|p)
o

= elal?2 exp(a a')|¢po)
e%ap/zexp(afa+)€XP(_a*aﬂ¢m>

= exp(a a’ —a’a)|po)

= D(a)l¢o)

En la dltima ecuaciéon hemos introducido el operador de desplazamiento en el es-
pacio de las fases D(a) = exp(aa’ — a*a). Si reescribimos este operador en fun-
cién de los operadores x y p podemos entender el porqué de su nombre D(a) =
exp((—ixap + ipax)/h), donde a = (x,/0, + i0,po/h)/V2. Es decir, en el lenguaje de
las transformaciones introducidas en el capitulo[6] el operador genera el desplaza-
miento en el espacio de fases D(x,, p,). Resultara importante notar que el operador
desplazamiento D(«) satisface las siguientes dos relaciones que utilizaremos més
adelante

D(@D(B) = Dia+p)exp(ap’—a*p), (9.23)
Tr(D(a)D(B)) = 2md(a—p) (9.24)
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Como vemos, un estado coherente no es otra cosa que una traslacién en el espa-
cio de las fases aplicada al estado fundamental del oscilador armoénico. Por consi-
guiente, la funcién de onda de dicho estado es una Gaussiana centrada en un punto
que sigue la trayectoria cldsica que se origina a partir del punto cuya coordenada
y momento estd dada por ay.

9.3.5. Funcidén de onda

Para construir la funcién de onda de un estado coherente (x|a) utilizamos que
el estado coherente |a), puede escribirse como el estado fundamental, desplazado
en D(a)|0) = |a). Para hacerlo desplazamos la solucién (x|0) que dedujimos en la

ecuacion y obtenemos
(xla) = Palx)

1 (x—xa>2) (.xpa) ( .xapa)
—e - |€e 11— |€e —1— ). 9.25
ooV Xp( 202 )PV TR )P R 5-23)

9.3.6. Incerteza minima

Los estados coherentes son estados de incerteza minima. En efecto, es facil cal-
cular la incerteza en la posicidon. Para eso podemos demostrar la validez de las si-
guientes identidades, que surgen de expresar el operador posicién en términos de
ay a'y dela definicién de los estados coherentes como autoestados del operador
de destruccién:

2
(x*), = (a|x*a)= %(QQ +a?+2lal?+ 1),
2
(0% = (alxlay’= ZX(a’+a'?+2laf’)
h? X
(P = (alple) = ——(-a’-a?+2af+1)
Ox
h? .\
(PYa = (alpla)* = F(—sz—a 2+ 20a)
Ox

Por lo tanto, las dispersiones son

2
Alx= (x2)—(x)?= %’“
Ap= (p*)—(p)*= L
20x2

Por lo tanto, se satisface la identidad
h
AxAp = =
xAp 5

Es interesante notar, que esta ecuacién es independiente de a. Esto es radicalmen-
te distinto a lo que ocurre con los autoestados del hamiltoniano, cuya dispersién
depende de la energia.
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9.3.7. Relacion de completitud y ortogonalidad

Los estados coherentes tienen numerosas propiedades tutiles. Una de ellas es
que forman una base sobre-completa del espacio de estados. En efecto, se puede
demostrar que el operador identidad puede obtenerse como

1= %fd%zla}(al. (9.26)

Esta identidad puede probarse de la siguiente forma: Podemos introducir la iden-
tidad en representacién de posicién y escribir

da (da
J7|a><a| — dx dylx){x|a)aly)y|

(" dx,dp,

- [ fdx dylx) ] do (X)P5(2)

r _ 2
= dx |x>(x|O~ b%jdxa exp(—(xa—);a))

= dx |x){(x| =1

J

Doénde para pasar de la segunda a la tercera linea se utilizé la representacion ex-
plicita del estado coherente en posicién dada por la ecuacién [9.25]
Por otro lado, estos estados no son ortogonales sino que satisfacen la relaciéon:

P+ 1B\ L
(Bla) = eXp(—T);E(aﬁ)
= exp(—m+aﬁ*). (9.27)

9.3.8. Energia

Por ultimo, una de las propiedades mas importantes de los estados coherentes
es la distribucién de resultados de una medicién de la energia. En efecto, si prepa-
ramos el estado coherente |a) (ver mas abajo) y medimos la energia del sistema (o,
andlogamente el operador N) obtenemos que los mismos estdn distribuidos con la
siguiente probabilidad:

2n
2 |
Prob(n“oc)) = ¢l L
n!
Esta es una distribucién Poissoniana con un valor medio i = (N) = |a|?. Por lo
tanto, la distribucién puede reescribirse como

n

S

Prob(n|la)) = e"

!

S
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9.4. El oscilador forzado

Veremos ahora como se puede preparar un estado coherente a partir del estado
fundamental del oscilador arménico. Para eso consideraremos un oscilador al que
se lo acopla con una fuente dependiente del tiempo, descripta por un potencial de
interaccién de la forma Vy,,, = —xF(t) = —0,%F(t). Cldsicamente esto implica apli-

car una fuerza F = F(t)2, cuyo moédulo depende del tiempo). Para el caso cudntico,
el hamiltoniano es

H= hw%(ﬁ2+f2)—o~x£1~“(t). (9.28)

Con este Hamiltoniano, la ecuacién de Heisenberg para el operador de destruccion
es

iha = [a,H]
iha = hwa- SXE(1);

V2

i = —iwa+iG(t), (9.29)

donde G(t) = F(t)o,/V2h. La solucién general de la ecuacién para a(t) es simple:
t
a(t) = a(0) et +iJ e G d
0

El segundo término es proporcional al operador identidad. Por lo tanto podemos
concluir que si el estado inicial es [¢(0)) = |0) (que es un autoestado del operador
a(0) con autovalor nulo) entonces este estado serd siempre autoestado de a(t) con
autovalor «a(t) dado por:

t
alt) = zf e G(H) dr . (9.30)
0

En el instante t, el estado en la representacién de Schroedinger sera un autoes-
tado del operador de destruccién a = a(0) con autovalor a(t), es decir [ip(t)) = |a(t)).

De lo anterior deducimos que un protocolo sencillo para preparar un estado
coherente cualquiera es: a) preparar el oscilador en el estado fundamental, b) pren-
der una fuente (que corresponde a una fuerza independiente de la posicién pero
dependiente del tiempo) por un tiempo apropiadamente elegido, c) apagar la fuen-
te y de ese modo obtenemos el estado deseado.

Es interesante ver como son las funciones «a(t) para algunas fuerzas particula-
res.

Fuente Escalon Una fuente que se enciende en un momento y queda encendida
para siempre. Es decir, G(t <0) =0y G(t > 0) = Gy = cte. En este caso resulta
que

—%(1 —exp(—iwt))

2
—i% exp(—iwt/2)sin(wt/2)

a(t)
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De dénde podemos calcular el valor medio de la posicién utilizando la rela-

cién
(x4(t)) = iz(l —cos(wt)). (9.31)
mw
Con lo cual vemos que el sistema oscila alrededor de la posicién de equilibrio
Xeg = Fo/mw? = Fo/k siendo k la constante elastica del resorte. Este es un
resultado totalmente natural. El sistema absorbe energia en el momento en

que prendemos la fuente y luego conserva la energia.

Fuente Oscilante Una fuente cuya intensidad oscila a frecuencia wy con una am-
plitud Gy, es decir G(t) = Ggsin(wyt). En este caso, con un forzado periddico
se observan resultados més interesantes. Tenemos

t
a(t) = iGOJ‘ e‘”"(t_t/)sin(a)ft’) dt
0

t
Ol(t) — @ e—ia)t J- (ei(w+wf)t'_ei(w—wf)t')dt
0

2
_ _lﬂ e—iwt ei(w+wf)t -1 ~ ei(w—wf)t -1
2 W+ wy W—wf
Go plOft _ it e—iwft’ _piwt
= —g— —
2 W+ wy w—ws ]

El valor medio de la posicién es, nuevamente utilizando las relaciones

ralth= 0| cosn( T SO,

a)+a)f w—a)f

cos(w + wys)t -1 ~ cos(w — wy)t -1 )) (9.32)

sina)t(
(u+a)f a)—a)f

En el caso resonante tenemos que wy = w y entonces

2w

sin 2wt t) sin’ wt
w

(x4(t)) = Ox% (cos a)t(

En consecuencia, para tiempos largos (¢ > 1/w) tenemos que el valor medio
de la posicién se comporta como

coswt

(x4(t)) = —t ax@ coswt = —t Fo
\V2 2mw
Como vemos, en este caso la amplitud de la oscilacién crece linealmente con
el tiempo. El comportamiento de (x,(f)) en todos estos casos es idéntico al de
un oscilador cladsico con un forzado periédico y este tltimo caso corresponde
a la resonancia, en el que para tiempos largos la amplitud diverge. Siempre
que estemos, como hemos supuesto, en ausencia de rozamiento.
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9.5. Representacion en el espacio de fases

La funcién de Wigner W(a) = W(x, p) es una funcién definida en el espacio de
las fases que permite representar el estado cudntico de una particula. La relacién
entre la funcién de Wigner y el estado de un sistema es biyectiva. Su definicién no
se restringe al caso de un oscilador armoénico sino que puede aplicarse a todo tipo
de sistemas. Su inclusioén en este capitulo es, por cierto, arbitraria pero justificada
en el hecho de que dicha funcién es particularmente util para el caso del oscilador
armoénico. La funcién de Wigner permite, al representar al estado cudntico en el
mismo escenario de la fisica cldsica, poner en evidencia los efectos cudnticos mas
interesantes.

La funcién W(a) para el estado descripto por la matriz densidad p se define

como
W(a)=Tr(A(a)p), (9.33)

donde el operador A(a), habitualmente denominado “operador de punto”, se de-
fine como ]
A(a) = ;D(a)RD*(a). (9.34)

Doénde D(a) = D(x, p) son los operadores de traslacién generalizados en espacio de
fases (ver secci6n[9.3.4) y R es es operador de reflexion que cumple R|x) = |-x).

El conjunto de operadores A(a) tiene propiedades sencillas y utiles. En par-
ticular, es importante notar que, estos operadores son hermiticos, son una base
completa del espacio de operadores y cumplen que

Lsa-p).

27

1 (9.35)

Tr(A(a)A(B))

fdzaA(a) = dedpA(x,p)

En consecuencia, cualquier operador puede escribirse como combinacién lineal de
estos operadores. En el caso del estado particular de la matriz densidad p podemos
probar que la siguiente ecuacién es valida:

p= 2njd2a W(a)A(a). (9.36)

Esto quiere decir que, W(a) no es otra cosa que el coeficiente del desarrollo del
estado p en la base formada por los operadores A(«).

Las propiedades fundamentales de la funcién de Wigner surgen de propieda-
des de los operadores A(a). Las propiedades mas importantes son:

1. W(a) es siempre real. Esto se debe a que por su definicién, W(a) es el valor
medio de un operador hermitico A(a) y los autovalores de los operadores
hermiticos son reales.

2. Lafuncién de Wigner estd normalizada a la unidad, es decir que deaW(oc) =
1. Esto surge de tomar la traza de la expresiéon y de utilizar el hecho de
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que Tr(A(a)) = 1/2m, que se deduce considerando de que la traza del opera-
dor de reflexién es igual a 1/2.

. La funcién W(a) provee una descripcion completa del estado. Esto se des-
prende de la ecuaciones que implican que los operadores A(a) forman
una base ortonormal y completa del espacio de operadores. En este sentido,
podemos probar que se cumple que para todo par de estados p; y p, vale

Tepips) = 5 [ daWi(aWaa)

También vale que el valor medio de cualquier operador O puede calcularse a
partid de la funcién de Wigner de la siguiente manera:

(0)p =Tr(p0O) = %szawp(a)wo(a)

donde extendimos naturalmente la definiciéon de la funcién de Wigner a
Wo =Tr(AO)y W, =Tr(Ap).

. La integral de W(a) sobre cualquier recta en el espacio de las fases, definida
por la ecuacién ax + bp = c es igual a la densidad de probabilidad de que el
resultado de la medicién del observable ax + bp esté en un entorno del punto
c. O sea, la funcién de Wigner es “casi” una densidad de probabilidad en
el espacio de las fases. Por esto decimos: la funcién de Wigner es una cuasi
densidad de probabilidad. Esta propiedad surge del hecho de que la integral
de A(a) sobre la recta ax + bp = c es igual al proyector sobre el autoestado de
autovalor c del operador ax + bp.

. Las definiciones anteriores de la funcién de Wigner pueden reescribirse de
la siguiente manera, que aparece de manera mds habitual en los libros de
texto (pero que es menos practica a la hora de deducir las propiedades de
esta funcién):

W(x,p) = ﬁjdu e PUh (x u/2|plx +u/2)

Sin embargo la funcién de Wigner no puede ser interpretada, en general, co-

mo una densidad de probabilidad ya que puede ser negativa. La negatividad de la
funcién de Wigner es una evidencia de la imposibilidad de reducir las probabili-
dades de la mecdnica cudntica a nuestra ignorancia. La negatividad de la funcién
de Wigner pone de manifiesto los efectos de interferencia cudntica.

9.5.1. Gatos de Schriodinger en el espacio de fases

Un ejemplo paradigmatico de estos efectos se observa al estudiar estados que

son superposiciones de estados coherentes. Estos estados son llamados “gatos de
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Schrodinger” ya que describen a una particula en una superposiciéon de dos posi-
ciones y momentos bien definidos. La particula no esta “aqui 6 alld” sino que esta
en ambos lugares a la vez. Vamos a calcular la funcién de Wigner para un estado
tipo gato de Schroedinger de la forma

.y 1P

cat N ’

donde N es una constante de normalizacién cuyo valor obtenemos utilizando la
relacion yes N =(2- 2exp(—2|/3|2))1/2. Para calcular la funcién de Wigner del
estado “gato”hay que usar que la matriz densidad de ese estado es

_BXBI+ I=BX=Bl = [=B)XBI +B)-B
cat — N2 .

El resultado se obtiene facilmente si utilizamos nuevamente la relacién para
obtener las siguientes identidades:

(BID(a))RD*(a)|B)

(a—plp—a)

_ e—2|a—ﬁ|2
(B+al-a+ By F-F
— e—2|a|26aﬁ*—a*ﬁ

(-BID(a)RD*(a)|B)

Usando estas expresiones, se obtiene que la funcién de Wigner del estado gato es

L (e_2|“_/3|2 e 2atBl _p p-2al’ cos(ZIm(a*/j)))

Wear(a) = N2

La interpretaciéon de este resultado es sencilla: la funcién de Wigner del estado
gato exhibe dos picos Gaussianos, ubicados en o = +f. Esta es la contribucién de
los términos diagonales |+f)(+f|. Los términos no diagonales contribuyen con un
término oscilante modulado por una Gaussiana centrada en el origen, que es el
punto medio entre los dos picos Gaussianos diagonales. En el caso particular en
que los gatos estén separados en posicién, tenemos = L/o, y por lo tanto el fac-
tor oscilante se reduce a cos(2p,L/h). Es decir, las oscilaciones estan alineadas en
forma paralela al eje x y tienen una longitud de onda A, = h/Lm, que es inversa-
mente proporcional a L. Es notable que la funcién de Wigner evaluada en a = 0 es
evidentemente negativa.
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