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Evoluciéon Temporal

En este capitulo nos concentraremos en la descripcién de una de las transfor-
maciones fisicas mas fundamentales de la Mecanica Cuantica: la evoluciéon tempo-
ral. Es decir, como se describe el cambio de los estados con el tiempo. El Postulado
5 nos habla de una evolucién muy particular que es la debida a una medicion, y no
tiene un andlogo en la fisica cldsica. Aqui nos concentraremos en la evolucion de lo
que llamamos sistemas cerrados (sistemas que no interactiian con agentes exterio-
res y por lo tanto no involucra a las mediciones), esta dindmica es el equivalente a
la evolucién Hamiltoniana de la Mecanica Clasica. La evolucién temporal en este
sentido es simplemente una transformacién entre estados y puede ser descripta
con el formalismo introducido en el capitulo anterior. Sin embargo, requiere un
tratamiento especial ya que es uno de los pilares de la teoria cudntica y adquiere
el estatus de postulado dentro de la misma.

7.1. Operador evoluciéon temporal.

La evolucién temporal es un caso fundamental de transformacién fisica. Clasi-
camente, como fue descripto anteriormente, la evolucién temporal esta generada
por el Hamiltoniano que determina completamente la dindmica. Esta afirmacién
es ciertamente un postulado que da lugar a las ecuaciones clasicas de movimiento.
La misma idea es la que se adopta en la Mecanica Cudntica. Antes de continuar, es
importante remarcar nuevamente que esto es un postulado (y no algo que puede
deducirse de alguna otra manera). En efecto, el postulado se puede formular de la
siguiente forma.
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Postulado 6 El operador de evolucion temporal infinitesimal es generado por el Hamil-
toniano.

De esta manera, llamaremos U(t,, t; ) al operador evolucion que transforma esta-
dos a tiempo t; en estados a tiempo ¢,:

[p(t2)) = Ut 11)lp(11)). (7.1)

Al igual que sucede con las transformaciones fisicas que vimos en el capitulo an-
terior, el operador evoluciéon cumple con dos propiedades importantes: (i) Unita-
riedad: Z/?+(t2, tl) Z/A{(tz, tl) =1. (ll) Composicién: Z/A{(t3, t2) ]/A{(tz, tl) = Z/A{(t3, tl ), don-
de t3 > t, > t;. La unitariedad nos indica que la evolucién temporal preserva el
producto interno entre estados: dados dos estados |¢(t1)) y |¢(t1)) sometidos a la
misma evolucién temporal, se verifica que (P(t,)|P(t2)) = (P(t1)|p(t1)). La segun-
da propiedad indica que, naturalmente, la evolucién entre dos tiempos t; y t3, se
puede descomponer a partir de la evolucién con cualquier tiempo intermedio.

Teniendo en cuenta lo visto en el capitulo anterior y el Postulado 6, podemos
escribir a primer orden en dt:

A

Ut +dtt)=1- % A (t) dt.

Donde H(t) es el operador Hamiltoniano a tiempo t que tiene unidades de energia
y, como sucede con los otros generadores que vimos, es un operador hermitico.
En este caso es necesario incluir la constante que se determina empiricamente, y
es la constante de Planck & = 1,05457 x 10-34Joules x seg, para tener las unidades
correctas. El Hamiltoniano, ademds puede depender del tiempo, de manera que
no es inmediato deducir la forma del operador evolucién para un desplazamiento
temporal finito. Sin embargo, podemos deducir la ecuacién diferencial que debe
obedecer el operador evolucién. En efecto, si queremos obtener una ecuaciéon para
U(t, to) podemos escribir que U(t+dt, tg) = U(t+dt, t) x U(t, ) y entonces

U(t+dt,to) - Ut to) = (U(t+dt 1) = 1) Ut k).

Por lo tanto, usando la expresién para el operador de evolucidn entre t y t + dt
resulta que

A A A

Ut +dt, to) - U(t to) = —%H(t) Ut to) dt.

Tomando el limite para dt — 0 arribamos a la siguiente ecuacion diferencial para
el operador de evolucién temporal

ih %Zf{(t, to) = H(t) U(t, to). (7.2)

Esta ecuacién puede integrarse y, de este modo, es posible obtener una expresion
formal para el operador evolucién U(t,t;). Notemos primero que U(ty, ty) = 1, lue-
go podemos integrar la Ec. (7.2) a ambos lado y por lo tanto:

: t
N 1 A ~
Z/{(t,to)—]l:—ﬁJ‘ dtlH(tl)Z/{(tl,to).

to
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Utilizando esta ultima expresion es posible obtener U/(t;,ty) en forma de integral
y reemplazarlo en la misma ecuacién, luego podemos iterar este procedimiento y
llegar a la siguiente expresioén en términos de una serie:

i f
]1+( l)f At H Jdtlf dt, H(t) H (1) +
h o
tl n—1
Jdtlf dt,-- J dt, H(t;)H (&) H (t,) +
to to to

U(t, ty)

Z

n

donde t; > t, >--->1t, > ... Las integrales temporales se encuentran anidadas por
lo que los tiempos aparecen siempre ordenados de izquierda (el mayor) a derecha
(el menor).

Esta expresion puede reescribirse de manera compacta luego de definir el pro-
ducto temporalmente ordenado, T [A(t1)A(ty)] = O(t1—t7)A(t1)A(ty)+0(tr—1t1)A(t2)A(t),
esta expresion se encuentra evaluada para dos operadores, pero la generalizacién
de este producto a n operadores es inmediata. Tomemos el tercer término de la
serie (n = 2) que podemos reescribir de la siguiente manera:

2 ot t . .
L=(3) [ an | anow-rniaeme),
to tO

donde incluimos la funcién 6 (t; —t,) para eliminar la integral en la regién ¢, > t;.
Es facil ver ahora que la integral cuando #; > t, es equivalente a realizar la integral
sobre t, > t; pero intercambiando los operadores. Es decir, este término puede
reescribirse de la siguiente manera:

12_ {f dtlJ dt,0 (t, —t,) H (1) H (t,) + fdtlj dt,0 (t, —t;)H (t,) H(t, )}.
to to to to

Ahora a partir de la definicién del producto temporalmente ordenado llegamos a:

%)Z%LtdtlﬁtdtzT[H(tl)H(tZ)]-

Luego, realizando el mismo procedimiento para el elemento n-ésimo de la serie
donde hay n! ordenes posibles de operadores a tiempos tq, ..., t,;:

_nl)n%fdnfdtz--'fdfnT[H<t1>H<tz>~-H<tn>l- (7.3)

Y, finalmente, el operador evolucién puede escribirse en forma compacta como:

it 1Y (4
Ut to) = Zln ETle_h o 4OHU )l. (7.4)
n
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donde el n-ésimo elemento de esta serie se encuentra dado por la Ec. (7.4). A esta
serie se la conoce como Serie de Dyson. La solucién en términos de series se conoce
como serie de Dyson que, como veremos a continuacioén, es posible simplificar en
determinadas situaciones.

(1) Consideremos ahora el caso particular en que el Hamiltoniano conmuta a todo
tiempo, esto equivale a [H(At),ﬁ(t’)] = 0 para todo par de tiempos t y t:' Es facil ver
que por ejemplo, T[H(t;)H(ty)] = (6(t; —t2) + O(t2 — t1))H(t2)H(t;) = H(t2)H(#y). Es
decir, el producto temporalmente ordenado de operadores actua trivialmente so-
bre cualquier producto T[H(tl)H(tz)---H(tn)] = H(t))H(ty)---H(t,), y por lo tanto

la Ec. (7.4) resulta:

o B A :
L, = (_) _'J- dtlj dt?"'J dt, H(t;)H (t;)--- H(t,).
h n:Ji, t to

0
(-1 ' Ragy "
E(%J;OdtH(t )) .

De manera que en este caso U(t,ty) = Y, I,, y el operador evolucién adquiere esta
expresion simple:

i (t 1T (4
L?(t;to)=€_ﬂf0dtH(t )

(ii) Obviamente, la situacién mds sencilla es aquella en la cual el Hamiltoniano
es independiente del tiempo. En ese caso, el operador de evolucién es:

(7.5)

ERNN

U(t, ty) = e 7l (=10, (7.6)

Tal como lo describimos més arriba, el operador U(t,t,) es el que nos permite
conocer el estado a tiempo ¢, si conocemos el estado a tiempo t,. En algtin sentido,
el operador nos permite actualizar la informacién que poseemos sobre el sistema.
Como vimos, el estado es informacién (por ejemplo, es la informacién recogida a
partir de los resultados de un conjunto de experimentos que se realiza en el proce-
so de preparacion del sistema). Asi que la dindmica actualiza esa informacién. Pero
esta no es la inica manera de describir la evolucién temporal en Mecédnica Cudnti-
ca. Veremos dos enfoques, uno debido a Schrédinger y otro debido a Heisenberg.
Ambos son formulaciones totalmente equivalentes, pero en cada uno de ellos la
evolucién temporal de un sistema se describe de manera distinta, siempre apelan-
do al uso del operador de evolucién If. Pero antes, es importante destacar una de
las consecuencias mas notables e importantes de la unitariedad de la evolucién
temporal.

7.2. Consecuencias de la Unitariedad: No es posible
clonar un estado cuantico

La mecanica cudntica acepta el hecho de que no es posible medir las propieda-
des de un sistema fisico sin alterar su estado. La medicién es, inevitablemente, un
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proceso de interacciéon y la Mecdnica Cudntica establece un limite preciso (cuan-
titativo) sobre la forma en que la interaccién generada en el proceso de mediciéon
afecta al estado del sistema medido (y establece que esta perturbacién nunca puede
hacerse infinitamente pequefia). Sin embargo, podria haber una via de escape para
este argumento que, aparentemente, nos permitiria obtener toda la informacién
sobre un sistema sin perturbar su estado. En efecto, supongamos que tenemos un
sistema preparado en un estado descripto por el vector |¢). Ahora podemos asu-
mir que mediante algin procedimiento fisico podemos “copiar” (o clonar) dicho
estado. ;Qué entendemos por eso? Supongamos que tenemos otro sistema prepa-
rado inicialmente en algtin estado conocido, que arbitrariamente llamaremos |0).
El estado inicial del conjunto formado por los dos sistemas (a los que denomina-
remos A y B respectivamente) es |®) 45 = |p)4 ®|0)p. Realizar una copia del estado
|p) quiere decir lograr que el conjunto A — B evolucione de alguna manera (con
algtin operador de evolucién temporal que denominaremos Hcopy) de modo tal que
el estado inicial se transfrome de la siguiente manera:

acopy(|¢>A®|O>B) - |¢>A®|¢>B (7-7)

En este procedimiento, el sistema B pasa a estar en el mismo estado en el que ori-
ginalmente se encontraba el sistema A, mientras que A permanece en el mismo
estado que antes. Evidentemente, si esto fuera posible, podriamos realizar multi-
ples copias del estado |¢), reteniendo el original en el sistema A. De ese modo,
podriamos realizar tantos experimentos como los que quisieramos sobre las co-
pias, reteniendo el original. En ese caso, jseria posible medir sin perturbar! Es no-
table que este procedimiento de copiado o clonado esta prohibido por el postulado
de evolucién temporal que establece que la evolucién es unitaria. Este hecho fue
notado por Wootters y Zurek a fines de la década de 1980 y se conoce con el nom-
bre de no cloning theorem, teniendo grandes consecuencias sobre el procesamiento
cudntico de la informacién.

La demostraciéon de la no clonabilidad cudntica es muy simple. Supongamos
que existe el operador de copia L?COpy y lo aplicamos para copiar dos estados dis-

tintos |¢) y |¢). Para realizar las copias tendremos que aplicar el operador Z;{wpy a
los estados [©)p = |[P)4a ®|0)p ¥ [¥)ap = )4 ®|0)p. Haciendo esto obtenemos los
estados

|q),>AB = Z/A{copych>AB = |¢>A ® |¢>Bl
|\P,>AB = Acopqul)AB = |77D>A ® |l;b>B

Siendo que la evolucién temporal es unitaria, podemos afirmar que
(D) ap = (P|W)ap.
Esta ecuacion nos conduce inmediatamente a que la identidad
(Plp)* = (ly),
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debe ser valida para todo par de estados |¢) y [i)). Esto es evidentemente absurdo
(la identidad solamente vale si los estados son idénticos u ortogonales). El absurdo
proviene de suponer la existencia de Z/A{wpy. Por lo tanto, no es posible copiar un
estado como consecuencia de la unitariedad de la evoluciéon temporal. Es notable
que este postulado sea el que nos rescata del posible colapso de otra de las reglas
basicas de la mecdnica cudntica: la imposibilidad de medir sin perturbar.

7.3. Representacion de Schrodinger

Esta descripcién de la evolucién temporal es la que implicitamente estuvimos
usando hasta ahora, y se caracteriza por representar a los estados en funcién del
tiempo. Es decir, si el sistema se encuentra inicialmente en un dado estado | (ty)),
la dinamica lo transforma en otro estado a otro tiempo. El operador de evolucién
nos permite encontrar un estado en funcién del otro: [¢(t)) = U(t, to)lp(tg)). Te-
niendo en cuenta que hemos demostrado que el operador de evolucién temporal
satisface una ecuacién diferencial (Ec. (7.2)), la expresion anterior nos permite de-
ducir una ecuacién diferencial para el estado como funcién del tiempo. Esta es:

h—l(P( ) =H(1) [p(t). (7.8)

Esta es la famosa ecuacién de Schrodinger (escrita en forma un tanto abstracta) que
nos dice cémo evoluciona el vector que describe al estado. Esencialmente nos dice
que el ritmo de variacién del estado estd dado por el Hamiltoniano (la energia del
sistema). En materias anteriores han aprendido que la ecuacién de Schrodinger es
una ecuacién diferencial en derivadas parciales. Veamos que la ecuacién anterior
puede escribirse de ese modo.

Consideremos una particula que se mueve en tres dimensiones sometida a un

potencial central cuyo Hamiltoniano es de la forma H = 3. T V(F). En este caso,
el espacio de estados Hy es el producto tensorial de los espac1os que describen a
particulas en movimiento en las tres direcciones cartesianas. En efecto Hyp = H, ®
Hy ® H,. En este espacio, la base de autoestados de la posicién formada por los
estados |7} es el producto tensorial de las tres bases formadas respectivamente por
los estados |x), [v) v |z). Es decir [} = [x) ® [p) ®|z) = |x,,2), y dado un estado |¢p)
su funcion de onda se representa en forma similar al caso unidimensional ¢(7) =
(F¢). Por lo tanto, la ecuacién puede escribirse en representacién posiciéon de
la siguiente manera

ih 2 () = (ABI(D)
La funcion de onda es ¢(7,t) = (Fl$p(t)) y el término de la energia cinética pue-
de ser reescrito usando el resultado que obtuvimos anteriormente: (Fp?|¢(t)) =
~h2V2¢(7,t). De este modo, la ecuacién anterior se reduce a su forma originalmen-

te escrita por Schroedinger:

h 2 (71 = _hzﬁz 1% 7t 7.9
ih =T 1) =15 -V + V() (7 1) (7.9)
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7.3.1. Ejemplo: Hamiltoniano independiente del tiempo

Resolver la ecuacidon de Schrodinger, en general, es una tarea dificil. Para siste-
mas cuyos Hamiltonianos no dependen del tiempo, se reduce a encontrar los au-
tovalores y autovectores del Hamiltoniano. En efecto, supongamos que conocemos
los vectores |¢,,) tales que

I_Allll)n) = En|11bn>-

Teniendo en cuenta que el Hamiltoniano es hermitico sabemos que los autovalores
son reales y los autovetores son ortogonales. Como los estados [i,,) forman una
base del espacio de estados, podemos escribir al estado del sistema en cualquier
instante como combinacidn lineal de estos vectores. Es decir,

By =) cult)lipn).

n

Reemplazando esta expresién en la ecuacién (7.8)) y usando la ortogonalidad de
los vectores |¢,,), podemos demostrar que la ecuacién de Schrodinger se reduce al
siguiente conjunto de ecuaciones diferenciales para los coeficientes ci(?):

. Ex
Cr(t) = —1 — cx(f).
K(t) 7 Ck(t)

Esta ecuacién puede resolverse facilmente, y por lo tanto podemos escribir al esta-

do en cualquier instante como:

G0 = Y cilto) eI 1),

k

Esta es la solucion formal de la ecuacién de Schrodinger para sistemas cuyo Hamil-
toniano es independiente del tiempo. Lo tinico que necesitamos hacer es escribir
el estado inicial como combinacién lineal de los autoestados del Hamiltoniano. El
estado a tiempo ¢ tendrd la misma expresioén salvo por el hecho de que aparecen
las fases exp(—iEt/h) multiplicando a cada coeficiente c(0). Por otro lado, es sen-
cillo mostrar que conocidos los autovalores y autovectores del Hamiltoniano, el
operador evolucién de la ec. puede expresarse como:

Uit,tg)= Y e Tyl (7.10)

k

Ademais, luego podemos verificar que la expresion anterior para la evolucién tem-
poral del estado también se obtiene a partir de |p(t)) = Ut to)ld(to))-

Finalmente, es interesante notar que usando la tltima expresiéon podemos cal-
cular la evolucién temporal del valor medio de cualquier operador A. En efecto,
esto resulta ser:

(PIAID(D) = (pleo)l U (£ t0) A Ut to)lp(to))

D eklto) ciulte) e 0Ny, | Alyp,)

k,m
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donde las frecuencias wy,,, denominadas ”frecuencias de Bohr”del sistema, se de-
finen como wy,, = (Ex — E,;,)/h.

Cuando el Hamiltoniano depende del tiempo, el problema es técnicamente mas
complejo y serd discutido (sobre todo apelando a algunos ejemplos importantes)
mas adelante en este capitulo. Esta forma de tratar la evolucién temporal, usan-
do la representacidon de Schrodinger, es conceptualmente sencilla y puede usarse
para hacer cdlculos de manera simple y sistematica. Sin embargo, existe otro en-
foque que no sdlo aporta una visién diferente, sino que ademds permite abordar
problemas desde otra perspectiva que resulta mas util en determinados casos.

7.4. Representacion de Heisenberg

El objetivo de la Mecédnica Cudntica es realizar predicciones sobre los resultados
de los experimentos. Pero, como vimos, las tinicas predicciones son de naturale-
za estadistica, de manera que se predice son probabilidades. Estas probabilidades
siempre se calculan como valores medios de ciertos operadores (los proyectores so-
bre el subespacio asociado al autovalor medido). En consecuencia, podriamos decir
que el cdlculo de valores medios observables (y como estos varian con el tiempo)
es fundamental para realizar predicciones en Mecanica Cudntica. Tal como diji-
mos mas arriba, esto puede hacerse apelando a la representaciéon de Schrodinger
evolucionando los estados y obteniendo:

(P()|Alp(t))
(PO) U (1) AUU(t) (0 (7.11)

A partir de aqui, para simplificar la notacién, utilizaremos Z(t) = U(t, 0). Teniendo
en cuenta esta expresion vemos que en realidad es totalmente equivalente atri-
buir la evolucién temporal al vector que representa el estado del sistema (tal como
haciamos en la representacioén de Schrodinger) a atribuirsela a los operadores. En
efecto, dado un operador A podemos definir un operador Ay (t) en representacién
de Helsenbergm que evoluciona en el tiempo de modo tal que

A

(A1)

Ay(t)y=UT(t) AU(1). (7.12)

La diferencia entre Ap(t) y A es clara. El operador A no tiene dindmica, es decir
que no depende del tiempo a menos que exista alguna dependencia explicita con
este pardmetro (que puede ser introducida por el acoplamiento del sistema con
alguna fuente externa que varie con el tiempo de alguna forma predeterminada).
En cambio, la dependencia temporal del operador Ay(t) se origina en el operador
de evolucién Z/(t) que aparece en la expresion anterior. Por supuesto, si A depende
explicitamente del tiempo, esta dependencia explicita también afectard a Ay (1)
Asumiremos que existe es dependencia simplemente para derivar la ecuacién mas

'En la literatura se suele ademads utilizar la notacién Ag para denotar a los operadores en re-
presentacidon de Schrodinger. Aqui no adoptaremos esa convencidn, es decir, los operadores sin
subindice se encuentran en la representacién usual de Schrédinger.
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general. Entonces a partir de la definicién del operador Ap(t) y la Ec. podemos
deducir una ecuacién diferencial que gobierna su evolucién:
. a A ~t A A A ~t A A A . ~t aA A
zhEAH(t) =—U'(t) HAU(t)+U"(t) AH U(t)+ih U (1) > U(t).
Finalmente, a partir de la definicién de operadores en la representacién de Hei-
senberg, que indicamos con el subindice H, llegamos a:
d i

S An() = =< [An(t), Hy ()] + (‘Z—f)H (7.13)

Ahora si ademds asumimos que el operador A no depende explicitamente del tiem-
po, algo que sucede en la mayoria de las situaciones de interés fisico, entonces:

2 )= [An(t) A1) (7.14

En este punto, cabe recordar que el conmutador [A (t), Hy(t)] = U (t)[A, H]U(t) es
simplemente el conmutador usual en representacion de Heisenberg.

Esta forma de tratar a la evolucién temporal, donde los operadores evolucionan
pero el vector que describe al estado permanece inmutable, permite resolver de
manera muy simple algunos problemas que ilustraremos més adelante. Ademds,
tal como veremos, es la forma mas simple de describir la evolucién del campo elec-
tromagnético. Y su interpretacion fisica sencilla: el estado es informacién que se
genera al prepararlo. Esa informacién permanece inmutable (el vector que descri-
be al sistema es siempre el mismo, no evoluciona) mientras que lo que cambian
son las propiedades observables del sistema. Pero en cualquier caso estas son cues-
tiones de interpretacién. En efecto, en la representacion de Heisenberg los valores
medios de los operadores se calculan como:

(AX(t) = PulAn(t)Pu), (7.15)

donde el estado en la representaciéon de Heisenberg es |¢p) = |¢(0)). Por lo tanto,
estas cantidades en ambas representaciones (Ecs. y (7.15)) son idénticas y
conducen a las mismas predicciones fisicas.

Finalmente, es importante mencionar la existencia de un vinculo estrecho entre
ambas representaciones que permite extraer informacién fisicamente relevante.
Supongamos que tenemos un estado |[ipy) = [1p(0)) que es autoestado del operador
Ap(t) con autovalor ay(t). Entonces, podemos afirmar que si evolucionamos al esta-
do |1(0)) hasta el instante ¢ (en la representaciéon de Schrédinger), obtendremos un
autoestado del operador A con el mismo autovalor ay(t). Esto surge simplemente
de considerar que si:

Au(Dl(0)) = U (HAUD]P(0)) = ag(H](0)),
entonces AZ](t)lt,b(O)) = ao(t)U(t)|1(0)), y por lo tanto

Alp(t)) = ag(D)]ip(2)).
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Es decir, si logramos conocer por algtin medio el operador A (t) y encontramos sus
autovectores entonces sabremos cuales son los estados iniciales que, en la repre-
sentacion de Schrodinger, dan lugar a autoestados de A a tiempo t. Veamos algunas
aplicaciones inmediatas de este enfoque.

7.4.1. Ejemplo 1: Ecuaciones de Heisenberg para el oscilador
armonico.

Consideremos el oscilador armoénico en una dimensién, cuyo Hamiltoniano es:

52
H= P + ﬂwzfz

2m 2
El Hamiltoniano cudntico en este caso, se encuentra definido a partir del Hamil-
toniano cldsico simplemente reemplazando las variables cldsicas por operadores.
En general, este es el procedimiento que se adopta para obtener el Hamiltoniano
cudntico de sistemas con andlogos cldsicos. Cuando se encuentre alguna ambigue-
dad, por ejemplo cuando aparezcan producto de x y p, el producto de operadores
se tomara de modo que el Hamiltoniano final sea hermitico (recurriendo a anti-
conmutadores por ejemplo). En general, para sistemas fisicos sin analogo clasico
debemos acertar la forma del Hamiltoniano de manera que las predicciones que
resulten coincidan con los resultados experimentales.

En este caso tenemos un Hamiltoniano independiente del tiempo y estaremos
interesados en describir a los operadores momento y posicién en la representa-
ciéon de Heisenberg. Dado que estos operadores no tienen dependencia temporal
explicita utilizaremos la Ec. para obtener las respectivas ecuaciones de mo-
vimiento. En este sentido, basta con evaluar [%,H] y [p, H]. Teniendo en cuenta la
siguiente igualdad: [A, BC] = [A, B]C+B[A, C], es sencillo mostrar que [%, p?] = 2ihp
y [p,%%] = —2ih%. Finalmente:

bty = 21
pu(t) = —maw’2y (1),

Estas ecuaciones son idénticas a las ecuaciones cldsicas de un oscilador y por lo
tanto pueden resolverse facilmente a partir de las condiciones iniciales Xy (0) = %,
Pu(0) = p (vya que a inicialmente ambas representaciones coinciden):

A

£y(t) = #cos(wt) + L—sin(wt),
mw
Pu(t) = pcos(wt)—mwxsin(wt).

Notemos que los operadores X (t) y py(t) oscilan, y coinciden con X y p para ciertos
tiempos, tal como sucede con su contraparte cldsica. Por lo tanto, lo mismo suce-
de con los valores medios de esas cantidades para cualquier estado inicial. Estas
consecuencias son evidentes a partir del andlisis de las ecuaciones de Heisenberg
pero demostrarlas usando la representaciéon de Schrédinger resulta mucho maés
trabajoso.
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7.4.2. Teorema de Ehrenfest

Usando las ecuaciones de Heisenberg podemos deducir inmediatamente ecua-
ciones de evolucién para los valores medios de cualquier operador. Supongamos
que el sistema es una particula que se mueve en una dimensién con un Hamilto-
niano independiente del tiempo H = p2/2m + V(%). En ese caso, las ecuaciones de
Heisenberg son

Hy (¢
XH(t) — pH( )
. m
pu(t) = -V'(2u(t)
Donde hemos usado que [p,g(X)] = —ihd,g(X), que se obtiene de usar recursiva-
mente [A, BC| = [A, B]C + B[A, C], y por completitud incluimos la relacién andloga

(%, f(P)] = ihd, f ().

Estas ecuaciones para los operadores son idénticas a las ecuaciones de Hamilton
del sistema cldsico. Sin embargo, cuando tomamos el valor medio en cualquier
estado [1p(0)) obtenemos las siguientes ecuaciones

Gty = P
) m
Bult) = ~(V'(Ex(0)

Este analogo cuantico de las ecuaciones de Hamilton se conoce como teorema de Eh-
renfest, que naturalmente puede extenderse a un movimiento en tres dimensiones.
Sin embargo, existe una diferencia fundamental que aparece en ciertos potencia-
les no lineales donde (V’(%)) # V’({X)). En estos potenciales los valores medios de
posicién y momento no siguen las ecuaciones de Hamilton. Es decir, los valores me-
dios evolucionan con las ecuaciones cldsicas sélo en ciertos casos, como por ejem-
plo sucede con el oscilador arménico que vimos en la seccién anterior. Es posible
preparar estados para los cuales la funciéon de onda se encuentre suficientemen-
te localizada de modo tal que el valor medio del potencial es aproximadamente
igual al potencial evaluado en el valor medio de la posicién. Pero esta relacion se
perdera para tiempos largos de la evolucién. El tiempo para el cual los valores me-
dios cudnticos se desvian de sus contrapartes cldsicas es denominado tiempo de
Ehrenfest.

7.4.3. Ejemplo 2: Spin 1/2 en un campo magnético

Consideremos una particula de spin 1/2 en reposo en un campo magnético
uniforme de intensidad B, que apunta en la direccion del versor €,. En ese caso, el
Hamiltoniano es:

A P
H=-yS:-B.
d A A A
donde S = (54,5,,5;) es el operador de spin. Es sencillo entonces encontrar las
ecuaciones de Heisenberg para las tres componentes del spin. Estas ecuaciones
son:



donde @ = yB(€,. La interpretacion de estas ecuaciones es muy sencilla: el vector
§H(t) precede alrededor de la direccion €, con una velocidad angular w llamada
frecuencia de Larmor. Es decir, la componente de S en la direccién de €, se conserva
mientras las componentes perpendiculares rotan con velocidad angular w. Toman-
do los valores medios en esta ecuacién obtenemos inmediatamente las ecuaciones
de evolucidén para las componentes del vector de Bloch. En este caso, el valor medio
de $ evoluciona como su contraparte clasica (ver Fig. .

O + >
I

(S)

X

Figura 7.1: Precesién del valor medio del spin en un campo magnético uniforme
en la direccién z. La componente paralela a la direccién del campo se conserva
mientras que las componentes ortogonales al campo oscilan con la frecuencia de
Larmor w.

7.5. Representacion de Interaccion

En la mayoria de los casos la ecuacién de Schrodinger no puede ser resuel-
ta exactamente. Ejemplos tipicos de este tipo son casos en los que no es posible
encontrar expresiones analiticas para los autoestados del Hamiltoniano. También
surgen dificultades para resolver esta ecuacidn (al menos siguiendo la estrategia
descripta en la seccién anterior) con Hamiltonianos que dependen explicitamente
del tiempo. Veremos aqui que en muchos casos resulta muy util usar una descrip-
cion de la evolucion temporal, llamada representacion de interaccion, que concep-
tualmente es un hibrido entre las representaciones de Heisenberg y Schrodinger.
Este enfoque resulta tutil cuando sabemos cémo resolver la dindmica de un deter-
minado Hamiltoniano Ho, y el sistema de interés evoluciona con un Hamiltoniano
de la forma H = Hy + V. En este caso a V se lo suele llamar hamiltoniano de inter-
accién, y puede describir términos de interaccién de H, con otros sistemas o bien
entre componentes del mismo sistema.

Consideremos el operador de evolucién Uy(t) asociado al Hamiltoniano Hy. Es-
te operador satisface la ecuacién ihd,Uy(t) = Hylo(t). Por el contrario, el operador
de evolucién completo satisface la ecuacién ihd,U(t) = HiA(t). Supongamos que
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el estado del sistema en un dado instante t = 0 es [(p(0)). Definiremos al estado
del sistema en la representacion de interaccién, al que denotaremos |¢;(t)), como
aquel que evoluciona de acuerdo a la ecuacién

|1 (1)) = Us (U (2)|p(0)). (7.16)

Es decir, el estado |¢;(t)) se obtiene a partir del estado del sistema en la representa-
cién de Schrodinger |¢(t)) descontando la evolucién asociada al Hamiltoniano Hy.
Por otra parte, para todo operador A definiremos su representacién de interaccién
de la siguiente manera

Ap(t) =Ul(t) A Uy(t). (7.17)

Es decir, los operadores en la representacién de interaccion evolucionan tal como lo
harian en la representacién de Heisenberg si el Hamiltoniano fuera Hy. Es evidente
que si tomamos el valor medio de cualquier operador A;(t) en el estado |¢;(t)),
obtenemos

(PrOALDID1(8) = (POIAIP(1)) = (P (t)|Ap (1))

El estado en la representacién de interaccién satisface una ecuacién muy sencilla
que se deduce a partir de su definicién. En efecto,

ihOiIpi() = ih (DU (0) U(OIP(0))+ih U5 (1)L (1)) (0))
= 073( £)(H ~ Ho)U(t) [$(0))
= UH)VUUL ()U(E) |ps(0))

Finalmente, la ecuacion de evolucion del estado en la representacién interaccién
resulta ser:

il (1)) = Vi()lbi (1)). (7.18)

Entonces, el estado en la representacién de interaccién evoluciona solamente mo-
vido por el hamiltoniano de interaccién. Esta representaciéon resulta simamente
util para estudiar problemas dependientes del tiempo, entre los cuales veremos
un ejemplo muy importante a continuacién.

7.5.1. Ejemplo 1: Oscilaciones de Rabi

Consideraremos un sistema de dos niveles (una particula de spin 1/2 o un éto-
mo de dos niveles). El Hamiltoniano del sistema es

HO = Ee|e><e| + Eg|g><g|

La frecuencia de Bohr del sistema es w., = (E,—E,)/h. Cuando el sistema es irradia-
do por un campo electromagnético de frecuenc1a w, la interaccién entre el 4tomo
y el campo se modela mediante el Hamiltoniano

V=hQle)gle ' +h.c.,
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donde h.c. es la abreviacién correspondiente a hermitico conjugado del primer
término.

Hay diversas situaciones de interés fisico que se describen de este modo. Men-
cionaremos solamente dos de ellas. En primer lugar, el sistema de dos niveles pue-
de ser el asociado al spin nuclear de ciertos elementos (como el hidrégeno, el Cy3,
etc). En ese caso el Hamiltoniano Hj estd generado por un campo magnético in-
tenso orientado en alguna direccién (que llamaremos &,). Es decir, Hy = —ji- B, que
puede reescribirse como Hy = haw,q(le)(el —1g){(gl)/2. Esto es lo que ocurre en un
resonador magnético en el que se aprovecha el fenémeno que se denomina RMN
(resonancia magnética nuclear) y podemos describir con el modelo en cuestién.
En ese caso, la diferencia de energias entre el nivel excitado y el fundamental es
tal que la frecuencia de Bohr estd en el rango de las microondas. Por ejemplo, pa-
ra un espectrémetro con un iman de 11 Tesla (como el que existen en la FCEyN)
esa frecuencia es de 500MHz (las frecuencias de resonancia de otros espines nu-
cleares son menores ya que son inversamente proporcionales a la masa del isétopo
en cuestién). En este caso, el campo externo es generado por bobinas que produ-
cen un campo magnético variable en el plano perpendicular al campo B. Para el
caso en que el campo de radio frecuencias sea By(t) = By(cos wt &, + sin wt e,) el
Hamiltoniano de interacciéon resulta ser tal como el que describimos mas arriba.

Otra aplicacién importante es la que veremos mds adelante cuando estudiemos
la interaccién entre atomos y fotones. En ese contexto, el sistema de dos niveles
representa a un subespacio de todos los niveles atémicos cuya dimensién es igual
a dos. Estos niveles son los tinicos que son explorados (poblados) en el experimen-
to y por ese motivo el &tomo puede aproximarse por un sistema de dos niveles.
En la aplicacién que tenemos en vista, estos dos niveles serdn estados altamente
excitados asociados a dtomos de Rydberg y son tales que la frecuencia de Bohr
también esta en el rango de las micro ondas. El problema que estamos estudiando
es relevante para describir lo que sucede con un dtomo de estas caracteristicas que
ingresa a un dispositivo que se denomina “zona de Ramsey”: en el cual interactia
con un campo electromagnético (clasico) con el que se acopla por via del dipo-
lo eléctrico. El campo oscila en el rango de las micro ondas y, como veremos, el
Hamiltoniano anterior también es una buena descripcién de este problema.

Resolveremos la dinamica del sistema usando la representacion de interaccion
(también podremos obtener el estado en la representacién de Schrédinger). Lo
interesante es que veremos que la interaccién con el campo induce un compor-
tamiento oscilante del sistema entre |e) y |g). En efecto, podremos obtener una
férmula simple para la probabilidad de encontrar al sistema en cualquiera de es-
tos estados y veremos que la misma depende fuertemente de la relacién entre la
frecuencia del forzado (w) y la frecuencia de Bohr del sistema.

Entonces H sera el Hamiltoniano para el cual podemos obtener el operador
evolucién asociado Uy(t) = exp (—~iHyt/h). El Hamiltoniano de interaccién en la re-
presentacion de interaccién es

Vi(t)

Us (1) V Uo(1)
B Q et le){g|+ h.c.
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donde definimos 6 = w,y — w como la desintonia entre el campo y el dtomo (o el
espin). La desintonia indica cudn distinta es la frecuencia del campo de la frecuen-
cia de Bohr que caracteriza la transicion entre los estados |e) y |g). Para deducir la
expresion anterior basta con usar la identidad:

UE(t) le)(g] Uy (t) = e EED

Ahora podemos escribir el estado mas general en la representacion de interaccién
(Eq. (7.16)) como combinacién lineal en la base de dos niveles:

U (1) (L),
a(t) ley+ B(t) Ig)-

91 ()

La ecuacién de evolucién del estado, andloga a la ecuacién de Schrédinger, en la
representacién de interaccion es:

ihd iy () = Vi(t) [gr(1)).

Esta ecuacion se reduce al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales para «a(t)
y B(2):

—iQ B(t) ™",

—iQ) a(t) e,

Q.
—_~~
~
N
[l

.

=
~

s
Il

El sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden es equivalente a la
siguiente ecuaciéon de segundo orden para a:

a(t)+Q%a(t)—ida(t) = 0.

Proponiendo soluciones de la forma a(t) oc exp (i At), resulta que A debe ser tal que

En consecuencia: S
a(t) — elft(A ezQ t+B e—zQ t)

donde Q' = 1/%2+QZ y tanto A como B son dos constantes que dependen de
las condiciones iniciales. Una vez obtenido «(t) es inmediato calcular B(t) ya que
B(t) = ic(t)e "°'/Q). El resultado es

Q/

.5 Ny e~y
_e—zjt(A eth_Be—zQ t).

_ 9 —iStia ,iQt —iQ'ty
B(t) = ok '(Ae"+Be ) a

Ahora analicemos lo que sucede para un atomo que inicialmente se encuentra
en el estado fundamental, es decir cuando las condiciones iniciales son a(0) =0y
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B(0) = 1. Dadas estas condiciones iniciales tenemos A+B = 0, y ademas ¢(0) = —i().
Por consiguiente, A = —(1/2Q)" y entonces

Q )
a(t) = —iﬁe’%tsin(Q’t),

B(t) = e i3 t( 2(6) sin(Q't) + cos(Q t))

La expresion anterior nos permite hallar la probabilidad de encontrar al &tomo en
el estado excitado. En este punto vale la pena recordar que es sencillo obtener la
representacion del estado en representacién de Schrédinger. En efecto, dado que
[ (t)) = Up(t)|ir(t)) resulta que |ih(t)) = a(t)e Eet/Rle) + ﬁ(t)e_iEgt/hlg). Por lo tanto,
la(t)|? es la probabilidad de encontrar al sistema en el estado excitado. Entonces,

1
Prob(E = E,) = ———sin*(Qt). (7.19)
1+ ﬁ

La interpretacién de este resultado es interesante e importante: La poblacién del

nivel excitado oscila con una amplitud cuyo valor es Prob(E = E, )| . = 1/(1 + 402)
Esta amplitud alcanza su maximo valor igual a 1 para el caso resonante, cuando o =
0. Por lo tanto, para tiempos t; = (2j + 1)7/20) (con j un numero entero) el estado
del sistema es [(t;)) = |e) (a menos de una fase). A estas oscilaciones de sistemas de
dos niveles sometidas a un forzado externo se las conoce como oscilaciones de Rabi
y tienen multiples aplicaciones. En cambio, para 2Q) <« ¢ las oscilaciones tienen
una amplitud muy pequefia y por lo tanto el d&tomo tiene una probabilidad muy
baja de pasar al estado |e). En efecto, Prob(E = E,) = 45;_ sin?(Qt).

Para tiempos intermedios, el estado se encuentra en una superposiciéon de |e) y
|g). Por ejemplo, para tiempos T = 7t/4()’ las expresiones anteriores se reducen a

o1 esn'

\/_

402

=
-
|

1 et o
Gt

4Q2
Nuevamente, el caso resonante es particularmente simple ya que se tiene a(T) =
—i/V2 y B(T) = 1/V2. En esos instantes el estado es una superposicién de ambos
autoestados de H con igual peso.

Por completitud hallemos el operador evolucién (como matriz de 2 x 2) en esta
representacién U (t) = L?g(t)b?(t). Para ello basta con analizar la evolucién del estado
para una condicién inicial particular, algo que ya hicimos mds arriba. En efecto,
sabemos que el operador de evolucién es tal que

[pr(t)y = UHp(0),

(a(t)) _ (u1<t> u2<t>)(a<o>)
) = ey wmy)\po)
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donde uy(t) y u,(t) son dos funciones del tiempo que determinan la evolucidén (para
escribir esto, hemos usado la forma general de una matriz unitaria de 2x2 que tiene
que ser tal que las filas y columnas sean las componentes de vectores ortonormales,
lo que implica también que |u(t)|> + |u,(t)|> = 1). De esta manera, es facil ver que

up(t) = p(t) 'y up(t) = a(t). (7.20)

Es particularmente sencillo el caso resonante. Cuando la desintonia 6 se anula, te-
nemos que
cosQt —isinQt

uit) = —-isinQt cosQt

Finalmente, también podemos obtener el operador evolucién en representaciéon de
Schroédinger simplemente como U(t) = Uy(t) U(t).

7.5.2. Ejemplo 2: Oscilaciones de Raman

Consideremos ahora un sistema similar al anterior, s6lo que ahora el dtomo
tiene tres niveles y su Hamiltoniano es

Hy = E le){e| + Eg,|g1){(g1] + Eq,182)(8o-

El atomo es irradiado por dos laseres de frecuencias w; y w,. Uno de los laseres
acopla los estados |e) y |¢;) mientras que el otro acopla los niveles |e) y |g,). Los ni-
veles |g1) v |g2) no estan acoplados directamente por ningun laser. El Hamiltoniano
de interaccién entre el atomo y los laseres entonces puede aproximarse como

V = hQqle)(gle "1 + hQ,le)(gole 2! + h.c.

Los laseres tienen la misma desintonia, es decir, son tales que 6 = (E,—Eg )/h—w =
(Ee — Egz)/h —wj.

Como primer punto resolveremos la dindmica del sistema en representaciéon
interaccién. Para ello comenzaremos escribiendo a V en la representacién de inter-
accion con Uy(t) = exp (—iHyt/h):

Vilt) = UGV ()
hQle)(gile’ + hQsle)(gsle" + h.c.

Ahora definiendo al estado |x) como

1) = = (Qulg1)+ Qslga)),

con Q = ,/Q? + Q2, el operador anterior puede escribirse como
Vi(t) = hQ leX xle™ + h.c.

7-17



Es decir, este problema se reduce al de las oscilaciones de Rabi entre |x) y |e) (o
sea, los dos laseres combinados inducen oscilaciones de Rabi entre los estados |e)
y |x)). Cabe destacar que el espacio de estados del atomo de tres niveles tiene una
base formada por los vectores |e), [x) y [x,) donde |x ) es un estado ortogonal a
los dos primeros. Este estado resulta ser:

X.)= é(fmgn _Qylg)).

Estos estados toman una forma particularmente simple cuando Q7 =, = Q) ya

que en ese caso se obtiene |x) = (Ig1) +12))/V2 y lx 1) = (I81) ~ 182/ V2.
Escribiendo el estado del sistema en la representacién de interaccién como

91 (£)) = a(t)le) + B(H)|x) + ¥ (D)lx L)

al igual que hicimos en el ejemplo anterior, podemos usar la ecuacién para la
evolucion de estados (Ec. (7.18)) en la representacion interaccién para encontrar
ecuaciones diferenciales para a(t), f(t) y y(t). Es facil ver que y(t) =0, y que a(t)
y B(t) satisfacen ecuaciones idénticas a las obtenidas en el caso de las oscilacio-
nes de Rabi (reemplazando () por (). Teniendo en cuenta la solucién del ejem-
plo anterior, podemos escribir que y(t) = y(0) y a(t) = C ¢®/?sin(Q’t + ¢) donde
Q= ,/% +Q2 y tanto C como ¢ dependen de las condiciones iniciales. Por su
parte B(t) = ia(t)e "%!/Q.

Analizaremos el caso en el que el estado inicial se encuentra en el estado funda-
mental g;: [(0)) =1g1) = (Q1|x) + Q3|x . ))/Q. En ese caso las condiciones iniciales
son:

€(0)=0, B(0)=01/Q, 7(0)=0Qy/Q.
Estas condiciones implican que ¢ = 0, &(0) = —i€Q; y (0) = Q,/Q. En consecuencia
la constante C es simplemente C = —i€2,/()’. Por consiguiente tenemos que

Q1 istr2 Ay
a(t) = —i—e sin(Q)'t
(1) = @)
Q1 —iot/2( : o . N/ N/
t) = —e i——sin(Q't) + cos(Q't
Blt) = S (i sin(@'t) + cos(Q')
Q,
t = —=
y(1) 5

En el caso en que Q; = Q, = Q) esto implica que y(t) = (0) = 1/V2.

El caso mads interesante para analizar es aquel en el que los laseres se encuen-
tran muy lejos de la resonancia, lo que implica que o es mucho mayor que
y ), (recordemos que en ese caso las oscilaciones de Rabi estaban suprimidas).
En efecto, en ese caso Q' ~ 6/2. Entonces, la amplitud de la oscilacion de a(t) es
despreciable (dicha amplitud es Q;/Q)’ ~ ),/ < 1). En consecuencia, la probabi-
lidad de encontrar al 4tomo en el estado excitado |e) es siempre despreciable. Este
nivel nunca estd poblado, aunque juega un rol fundamental en el mecanismo que
describimos.
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Ahora prestemos atencién a lo que sucede con la dindmica de los otros niveles
en ese limite. De las ecuaciones anteriores se deduce que

B(t) = %exp(iﬂzt/é), y(t) = & .

Por lo tanto, el estado del sistema es [ip;(t)) = B(t)|x) + v(0)|x,) que, usando los
resultados anteriores, no es otra cosa que

1 2
9r(1) = =(Q1e )+ Qalx,))
Este estado puede escribirse ademas como:

L (02,i0%6 2 i021/s
[91(1)) = 5 ((QF + OY)lgr) - Q1 0a(1 - H0)lgy)
Es decir, el estado cudntico oscila coherentemente entre los niveles |g;) v |g,) a
pesar de que estos niveles no estan directamente acoplados por ningtn laser. En el
caso particularmente simple en el que la intensidad de los dos laseres es la misma,
tenemos que Q; =, = Q y Q? = 202, Entonces el estado resulta ser

2

1) =9 (cos( St sin 51 ).

Tal como mencionamos mas arriba, el estado oscila coherentemente entre |g;) y [£2)
con una frecuencia 2Q22/5. Este proceso se conoce como efecto Raman. El estado |e)
juega un rol interesante: es el intermediario gracias al cual la oscilacién entre los
dos estados que inicialmente estan desacoplados se acoplan efectivamente. Es un
estado virtual que nunca esta poblado pero sin el cual la oscilacién de Raman seria
imposible.
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