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Teoria de Transformaciones Fisicas
en el Espacio de Hilbert

Como vimos, el escenario de la mecédnica cudntica es el espacio de Hilbert (un
espacio vectorial complejo, con un producto interno hermitiano y que satisface
el axioma de completitud). En ese espacio se representan todos los estados fisi-
cos de cualquier sistema cudntico. Estos sistemas pueden transformarse, pueden
evolucionar, pueden modificar su estado. En este capitulo describiremos cémo re-
presentar cualquier transformacion fisica en el espacio de estados de la mecanica
cuantica.

En primer lugar conviene aclarar que es lo que entendemos por una “transfor-
macion fisica” de un sistema. En ese concepto incluiremos a cualquier cambio que
tiene lugar en el sistema real, y por lo tanto ocurre en el laboratorio. Por ejemplo,
podemos tomar un sistema cualquiera (un conjunto de particulas puntuales, por
ejemplo) y desplazarlo moviéndolo de un lugar a otro. También podemos impri-
mirle un impulso en alguna direccién o rotarlo alrededor de algiin eje. Asimismo,
también podemos dejar que el sistema evolucione librado a su propia suerte. Tanto
sea por su propia dindmica interna o a causa de su interaccién con otros objetos.
Cambios en la posicién o en la velocidad y rotaciones son los ejemplos tipicos de
las transformaciones fisicas a las que nos referiremos en este capitulo. Reserva-
remos el caso especial de la evolucién temporal debido a interacciones naturales
para el préoximo capitulo. La pregunta a la que nos abocaremos ahora es: ;Cémo
representar en el espacio de estados de la mecdnica cuantica una transformacién?

Supongamos que en nuestro laboratorio tenemos un sistema fisico que fue pre-
parado en un estado descripto por el vector |¢). Luego aplicamos al sistema alguna
de las transformaciones mencionadas mas arriba, a la que llamaremos genérica-
mente T. Al aplicarla, el estado cambiara y pasard a ser otro al que llamaremos
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|¢"). Nuestro objetivo sera encontrar al “representante” de la transformacién T en
el espacio de Hilbert. Es decir, para cada T existira un operador D(T) : H — H tal
que

9"y = D(D)\$), (6.1)

para todo estado |¢).

El método que usaremos es el siguiente: en primer lugar, describiremos la teoria
clasica de las transformaciones de un sistema analizando cdmo se representan es-
tas transformaciones en el espacio de las fases. Esta es la teoria de las transfor-
maciones candnicas, que repasaremos brevemente. Con esta herramienta a mano,
estudiaremos ciertas propiedades esenciales que definen a cada una de ellas. Pa-
ra construir su correlato cudntico, postularemos que estas propiedades deben ser
heredadas por sus representantes en el espacio de estados.

Nos adelantamos a mencionar el ejemplo mds sencillo: las rotaciones. Es cono-
cido el hecho de que si rotamos a un objeto primero alrededor de un eje y luego lo
rotamos alrededor de otro eje diferente del anterior obtenemos un estado distinto
que aquel al que llegamos si hacemos las rotaciones en el orden inverso. Esta dife-
rencia puede ser cuantificada matematicamente y esta propiedad, que define a las
rotaciones, nos servird para definir a su representante en el espacio de Hilbert.

6.1. Transformaciones Clasicas

El escenario de la fisica clasica es el espacio de las fases. El estado de un sistema
de N grados de libertad es identificado N coordenadas y N momentos. Podemos
representar a este estado mediante el vector 2N dimensional

a=(q1,--»qN,P1s-PN)- (6.2)

Es decir, un punto en el espacio de fases contiene toda la informacién del esta-
do del sistema en un dado momento. Para un sistema clasico, las coordenadas y
momentos son todos propiedades observables del sistema. En lo que sigue, anali-
zaremos el caso de un tnico grado de libertad a = (g, p), siendo al extensién a més
una consecuencia directa de lo que aqui se describe.

Si suponemos que no tenemos informacion completa sobre el estado del siste-
ma, el estado no estd representado por un punto en el espacio de las fases sino por
una densidad de probabilidad en dicho espacio. Esta es una funcién p(«) que permi-
te calcular la probabilidad de encontrar al sistema en cualquier regién del espacio
de las fases. Si la regién es R, la probabilidad sera

Prob(R) :J dap(a). (6.3)
R

6.1.1. Transofrmaciones candnicas

Los representantes de las transformaciones fisicas en el espacio de las fases
corresponden a cambios en las coordenadas a. Si el estado inicial estd descripto
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por el punto a = (g,p) el estado luego de la transformacién F estard descripto por
las coordenadas
a’ =F(a). (6.4)

En cambio, para el caso en que desconocernos el estado completamente, si el
estado antes de la transformacidn estaba descripto por la densidad de probabilidad
p(a), entonces el estado después de la transformacién estard descripto por

p'(a) = p(F(a)). (6.5)

Podemos interpretar esta definicién con la ayuda de la figura En ella vemos
que el valor de la densidad de probabilidad p” que describe en el punto a luego
de la trasformacion es el que tenia densidad de probabilidad p en el punto que se
transforma en « al aplicar la transformaciénén.

f(f"&)) 5"(‘*)
Q™8

Figura 6.1: La densidad de probabilidad p que describe al estado antes de la trans-
formacién en el punto F~!(«a) se transforma mediante F en la densidad de proba-
bilidad p’ en el punto a.

También podemos aplicar la transformacién a una regiéon R. Toda regién del
espacio de fases pude asociarse en forma univoca a un estado fisico: aquél en el
cual la densidad de probabilidad es uniforme sobre la regién R y vale cero fuera
de ella. A esta funcién la llamaremos R(a). Andlogamente al caso anterior, una
trasformaciéon mapeara la regién R en R’ segin

R'(a) = R(FY(a)). (6.6)

Teniendo en cuenta lo anterior surge naturalmente una condicién fundamental
para la funcién F(a). Los representantes de las transformaciones fisicas en el es-
pacio de las fases deben preservar el area. Esto surge de exigir que la probabilidad
de que el sistema cuyo estado es p(a) se encuentre en la regién R(«a) debe ser la
misma que la probabilidad de que el sistema cuyo estado es p’(a) = p(F~!(a)) se
encuentre en la regiéon R/(a) = R(F~!(a)).

La preservaién de dreas es el requisito fundamental que deben satisfacer los
representantes de las transformaciones fisicas en el espacio de fases. Deben con-
servar el drea de cualquier regién, no solamente el volumen total sino también
cualquier drea definida en cualquier superficie del espacio de fases. Una trans-
formacién que cumple con esta condicién es lo que se denomina transformacion
canonica.
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6.1.2. Funciones Generatrices y Generadores

Un poderoso teorema, cuya prueba omitiremos ya que puede hallarse en los
buenos libros de Mecanica Clésica, establece condiciones necesarias y suficientes
para que una transformacién sea candnica. Una transformacién es candnica si y
solo si existe una funcién generatriz a partir de la cual puede derivarse.

Hay funciones generatrices de cuatro tipos distintos y todas ellas dependen de
una de las componentes previas y una de las componentes posteriores a la trasfor-
macion. Es decir, una de las componentes de a = (¢,p) y una de las componentes
de a’ = (Q,P) respectivamente. Existen, por lo tanto, cuatro tipos de funciones
F1(q,Q), F2(q, P), F3(p, P), F4(p, Q).

Para funciones del segundo tipo, por ejemplo, la transformacién es candnica si
se cumple que Q = d,F,(q, P) y p = dpF;(q, P). Un caso particular es aquel en el cual
F,(g,P) = gP. En ese caso es inmediato ver que la transformacién es la identidad.
Que no resulta muy interesante.

En cambio, un caso muy importante a considerar es el caso de transformaciones
que difieren poco de la identidad. Estas son llamadas “transformaciones canénicas
infinitesimales”. Estas son funciones del tipo

F,(q,P)=qP +€G(q,P), (6.7)

donde € es un pardmetro pequefio y la funcién G(gq,P) puede ser cualquiera. la
funcién G(g, P) caracteriza a la transformacién y se la denomina “generador de la
transformacién canénica”. En ese caso, las viejas y nuevas coordenadas y momen-
tos estan relacionadas de la siguiente forma:

Q=q+edpG(q,P), p=P+ed,G(q,P) (6.8)

Lo interesante de esta construccién es que para cualquier eleccién de G(g,P) la
transformacién resultante es canénica. Algunos ejemplos sencillos serdn discuti-
dos en lo que sigue.

6.1.3. Traslaciones espaciales infinitesimales

Veamos la representacion de la primera operacion fisica: la traslacién. Supon-
gamos que desplazamos rigidamente a nuestro sistema desde su posicién original
7o hasta una posicion vecina 7] = 1 + € para un cierto vector de magnitud infinite-
simal €. Supongamos por ahora que el sistema tiene solamente 1 grado de libertad
(la generalizacion es inmediata). En el espacio de las fases esta transformacién
estd representada por la funcién que mapea a = (g,p) en a’ = (Q,P) = (q + €,p).
Correspondientemente, el estado del sistema transformard a p’(q,p) = p(q — €,p).
Inspeccionando la ecuacién general es inmediato ver que esta transformacién
es canodnica y se obtiene si elegimos como generador a el momento. Es decir, si
elegimos G(g, P) = P. Diremos entonces que el momento es el generador de las trasla-
ciones.
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Para encontrar el representante de las traslaciones en la mecdnica cuéntica te-
nemos que encontrar una propiedad de esta operacién que no esté directamente
asociada a la formulacién en el espacio de fases.

Para hacer esto, atin en el contexto de estados cldsicos definiremos dos opera-
ciones que “no conmuten”. Es decir, dos operaciones que, dependiendo del orden
en el que se las aplique, producirdn distintos estados. Una de estas operaciones
serd la traslacion T. La otra serd, que denotaremos M, seréd la multiplicacion por
la coordenada de posicién de la siguiente manera:

M,p(q,p) = qp(q,p)- (6.9)

Remarcamos que esta segunda operacion no es el representante de una operacion
fisicay que qp(q,p) ya no es una distribucién de probabilidad. Sin embargo es una
operacién posible y veremos que nos ayudara a determinar las propiedades de T.

Consideremos primero que es lo que sucede si primero aplicamos una trasla-
cion T y luego M,. En ese caso obtenemos una funcién pi(q,p) que es

p1(g,p) =M,Tp(q,p) = qp'(q,p)- (6.10)

En cambio, si aplicamos esta operacion en el orden inverso (primero M, y luego T)
obtenemos

p2(q,p) = TM,p(q,p) = (- €)p’(9,p)- (6.11)

La diferencia entre estas dos transformaciones o0p(q,p) = p1 — > s, a primer orden
en e,

5p(q,p) = (M T—TM,)p'(9,p) = €p'(q,p). (6.12)

Coémo esto debe valer para cualquier funcion p, podemos decir que el representan-
te de las traslaciones en el espacio de fases debe cumplir con la propiedad general:

M,T-TM, = €l. (6.13)

Lo interesante de este cdlculo es notar que la relacién, que es de conmutacidn,
define completamente a las traslaciones espaciales y no es una expresioén sobre las
cordenadas ni sobre el estado, sino sobre operaciones. Esto nos permitird extender
estas simetrias a la mecénica cuéntica.

6.1.4. Traslaciones en momento.

Otra transformacion fisica posible es imprimir briscamente (acoplando a al-
guna fuente externa, por ejemplo) un pequefio momento €, a todas las particulas.
En ese caso la transformacién canénica es Q = gy P = p + €. Siguiendo el proce-
dimiento anterior vemos que el generador en este caso es G(q,P) = q. Es decir, la
posicion es el generador de las traslaciones en momento.

Andlogamente para obtener una relacién de conmutacién de la traslacién em
momento T, introduciremos la operacion M,, que multiplica por el argumento de
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la funcién que representa al estado. Si comparamos ahora lo que resulta aplicando
estas dos operaciones en distinto orden obtenemos

50(q,p) = (M, T, = TyM,)0(q,p) = €50 (q,p) (6.14)
Que escribimos en fu forma general, independiente de p(g, p) como:

M,T,~T,M, = €,1. (6.15)

Nuevamente, vemos que la relacion de conmutacién (clasica) entre Mp y Tp, es
equivamente a imponer la representacion natural para esta trasnformmacién, que
estd dada por Q =g, P = p + €,. Como dijimos, la virtud de la relacion de conmu-
tacion es que podra ser utilizada para definir las traslaciones en el caso cudntico.

6.1.5. Rotaciones

Estudiaremos ahora las rotaciones. Veremos ahora cdmo es la estructura equi-
valente a las relaciones de conmutacién cldsicas obtenidas para traslaciones espa-
ciales y en momento, pero para rotaciones. En este caso, como las rotaciones en
distintas direcciones no conmutan, no necesitaremos construir operaciones que no
represeten trasformaciones fisicas. Deduciremos las relaciones necesarias compa-
rando rotaciones en distintos ejes.

Toda rotacion en el espacio tridimensional esta caracterizada por un eje de rota-
cién y un dngulo. El eje €, es el eje de rotacién y el dngulo nos dice cuanto rotamos
alrededor de dicho eje. La accién de las rotaciones en el espacio real es bien cono-
cida. Cuando rotamos una particula alrededor del eje €, en un angulo ¢ la nueva
posicién 7 se relaciona con la posicion antes de la transformacion (7) mediante la
ecuacion 7’ = Rg (¢)7. En los casos particulares de los ejes cartesianos, la forma de
la matrices de 3 x 3 que aparece en esa expresion es bien conocida. Por ejemplo,
una rotacidn alrededor del eje €, estd descripta por la matriz

cos¢p —sin¢gp 0
Rz (¢)=|sin¢ cos¢p 0O (6.16)
0 0 1

Analogamente, las matrices de rotacién alrededor de los otros ejes cartesianos son

cos¢p 0 sin¢ 1 0 0
ng((j)) = 0 I 0 |, Rg(p)=|0 cosp —sin|. (6.17)
—sin¢gp 0 cos¢ 0 sin¢g cos¢

Estudiemos entonces la diferencia de componer dos rotaciones en ejes ortogonales
en distintos 6rdenes para dngulos pequefos o¢. Comenzaremos con los ejes x e v,
tenemos

S 5
Rz (00)Rg, (0¢) ~| 542 1- ng o | (6.18)
—5¢ op  1-0o6¢?
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mientras que las rotaciones en orden inverso dan lugar a

1= 52 s

Re,(00)Rs,(00)~| o 122 _s4 |. (6.19)
—-o¢ 30 1-6¢?
Por lo tanto, el conmutador de estas dos rotaciones es:
0 -6¢% 0
Rz (09)Rz,(0¢) ~Rg (69)Re (6¢) ~ [6¢> 0 0
0 0 0
~ Rg(5¢%)-1. (6.20)

Esta expresion nos muestra, en primera medida, que las rotaciones infinitesimales
conmutan ya que el resultado es una matriz en la que solamente aparecen términos
de segundo orden en 6¢. En segundo lugar, podemos ver que misma expresioén
define la forma en que las rotaciones dejan de conmutar y permite definir a las
rotaciones.

Permutando ciclicamente los indices en la anterior se obtiene igualdades del
mismo tipo que utilizaremos caracterizar a las rotaciones en cualquier direccién:
R (5)Rg, (0¢) — R, (0¢)Re, (09) = €jxiRe, (5¢%) - 1. (6.21)

] ]

Es facil ver que si pedimos que el representante de las rotaciones en el espacio de
las fases satizfaga esta identidad entonces resulta que el generador de una rotacién
infinitesimal alrededor del eje €, es L. €,, es decir, la componente del momento
angular sobre el eje de rotacién. Veremos que lo mismo sucede en el caso cudntico.

6.2. Transformaciones Cuanticas.

6.2.1. Transformaciones fisicas en el espacio de Hilbert

Tal como razonamos en el caso del espacio de las fases, es posible imponer
restricciones muy fuertes sobre las posibles formas que puede tener las represen-
taciones de las transformaciones fisicas en el espacio de Hilbert. En efecto, en el
espacio de las fases pudimos razonar de la siguiente forma: dado que las areas
de las distintas regiones tienen una interpretacién fisica (en términos de proba-
bilidades) concluimos que las transformaciones fisicas deben ser representadas en
dicho espacio mediante transformaciones que preserven dichas areas. Estas son las
transformaciones candnicas. En el caso de la mecanica cudntica podemos razonar
de la misma manera: Dados dos estados |¢) y |¢), el médulo del producto escalar
entre ambos tiene una interpretacién fisica ya que [{¢|()|* es la probabilidad de
que una vez preparado el estado |¢) midamos el estado [i). Teniendo en cuenta
esto, si realizamos una transformacioén fisica en el espacio real que cambia los es-
tados |¢) y |¢) mapeandolos a los estados |¢’) = Uld) v [1p") = Ulip) debemos exigir
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que el representante de la transformacién (que aqui denominamos U) satisfaga la
ley de conservacién de las probabilidades (las probabilidades deben ser idénticas
antes y después de la transformacion:

K/l = Kplp)I*. (6.22)

Esta igualdad debe valer para cualquier par de estados |¢) y |¢). Por lo tanto, los
representantes de la transformaciéon deben satisfacer que

U0 = +1. (6.23)

Es decir, las transformaciones deben estar representados por operadores unitarios
o antiunitarios. En particular, aquellas transformaciones que forman una familia
continua que incluye a la identidad (por ejemplo, las traslaciones espaciales, en
momento, las rotaciones, la evoluciéon temporal, etc), deben ser representadas por
operadores unitarios. Esta es la condicién mas importante que impondremos sobre
los representantes de las transformaciones fisicas en el espacio de Hilbert.

Para transformaciones infinitesimales esta conclusién impone limites muy fuer-
tes a la expresiéon matematica que pueden adoptar los operadores que representan
a la transformacién. Consideremos una transformacién infinitesimal de algun ti-
po, que estad caracterizada por algin pardametro pequeno da (que podra ser una
distancia, un momento, un angulo, un intervalo de tiempo, etc, segtin sea la trans-
formacion en cuestion). Cualquier transformacion de este tipo puede ser expresada
como D(da) = 1 —ida K + O(6a?), donde el operador K caracteriza a la transforma-
ciéon (es el generador de la transformacién). Este operador debe ser hermitico, es
decir: K = K. Esta es una condicién necesaria y suficiente para que D(da) sea uni-
tario. En efecto, esto puede demostrarse notando que

D' (6a)D(da) = (1+i6ak")(1-isaK)+O(5a%)

1+ida(K"-K)+0(sa%). (6.24)

Por ultimo es posible obtener una expresién simple para una transformacién
fisica no infinitesimal, sino finita. En efecto, el operador D(a) puede obtenerse
como una composicién de n operadores D(da) donde da = a/n. Tomando el limite
para n — oo con 0a — 0 de modo tal que noa = a obtenemos la siguiente expresiéon

A a ~\"
D) = lim (]l—i—K)

n—00 n

= exp(—iaK). (6.25)

En la deduccién anterior hay una hipétesis implicita, que se cumple en todos los
casos que estudiaremos salvo para la evolucién temporal. En efecto, estamos supo-
niendo que el generador de la transformacién infinitesimal K que nos permite dar
un salto desde 0 hasta da es el mismo que el que nos permite dar saltos sucesivos de
tamafo oa desde cualquier otro punto del eje del parametro de la transformacién.
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6.2.2. Traslaciones

Traslaciones en posiciéon. El representante de las traslaciones serd un operador
unitario tal que para el caso infinitesimal cumple con la relacién de conmutacién
analoga a la que vimos en el caso cldsico. El representante de una traslacién in-
finitesimal en una distancia € sera denotado como T'(e). Teniendo en cuenta lo
anterior, este operador debe satisfacer:

A

XT(e)-T(e)X = e€l.

Reemplazando la expresion T(e) ~ 1 —ieK,, obtenemos que el generador de las
traslaciones debe cumplir que
[X,K]=11. (6.26)

Es decir, el generador de las traslaciones espaciales es un operador tal que su con-
mutador con el operador posicién es el indicado mas arriba. Obviamente K, tiene
unidades de inversa de longitud y siempre puede escribirse como K, = P/h. De
este modo, el generador de las traslaciones espaciales es el operador que satiface
la relacién de conmutacién

[X,P] =ihl. (6.27)

En términos de este operador (el momento), las traslaciones infinitesimales son
T(e) =1 —1ieP/hy las traslaciones finitas resultan ser

T(x) = exp(—ix,P/h), (6.28)

donde x; es un numero real que determina la magnitud del desplazamiento en
posicion.

Traslaciones en momento. Razonando en forma andloga a la anterior. Podemos
deducir fdcilmente que las traslaciones en momento tienen un generador K, tal

que satisface la relacién de conmutacién [P,K,] = i1. Nuevamente, el operador
K, tiene unidades de inversa de momento y puede ser escrito siempre como K
—X/h. Entonces, el generador de las traslaciones en momento es el operador po—
sicién (con el signo cambiado). Las traslaciones en momento, infinitesimales y
finitas, resultan ser Tp(e’) ~ 1 +ie’X/h y si exponenciamos obtenemos la que la
traslaciéon en un momento p, es

T,(p) = exp(+ipoX/h). (6.29)

Traslaciones en el espacio de fases. Usando traslaciones espaciales y en momen-
to podemos definir operadores de traslacidon en el espacio de las fases. En efecto,
estos se definen como la composicidon de una traslacidon espacial y una en momento.
Sin embargo, estas operaciones no conmutan asique la forma de definir traslacio-
nes en el espacio de las fases no es tnica. La relacién entre traslaciones espaciales
y en momento es la siguiente:

A

T (x0)Tp(po) = T(po) T, (x0) exp(—ixopo/h)- (6.30)
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El operador de desplazamiento en el espacio de fases se define de modo tal que sea
simétrico ante el orden de las traslaciones. Esto es:

D(xg,po) = exp(—i(xoP —poX)/h)

A

= T(xo)T,(po) exp(ixopo/2h).
= T,(po)T(xo) exp(—ixopo/2h). (6.31)

Para demostrar la validez de estas identidades podemos proceder a partir de la
version infinitesimal de estas transformaciones o bien aplicar la relacién de Baker-
Campbell-Hausdorff que extablece que exp(A+ B) = exp(A)exp(B)exp(—[A, B]/2) si
A'y B conmutan con [A, B].

Es interesante notar que los operadores de traslaciéon en el espacio de fases
forman una base ortonormal y completa del espacio de operadores. En efecto, se
puede probar que

Tr(D" (x0, po) D(x, pg)) = 278(po — pg)d(xg — x) (6.32)

Autoestados de posiciéon y momento. De las expresiones que hemos obtenido
para los operadores de traslacion surje que: los autoestados de la posicion son inva-
riantes ante desplazamientos en momento y, correspondientemente, los autoestados
de momento son invariantes frente a traslaciones en posicion. Veamos, para cada
caso,

T(xo)lp) = exp(ixoP/N)|p) = exp(ixop/h)Ip) (6.33)
T,(po)lx) = exp(ipo X/h)|x) = exp(ipox/)lx) (6.34)

Esto surge directamente del hecho de que posicién y momento son generadores
de las respectivas transformaciones. Esto equivale a decir que los autoestados de
momento estdn completamente deslocalizados en posicién y viceversa.

6.2.3. Rotaciones

Buscaremos ahora al representante de una rotacién Rg (¢) al que denotaremos

A

D(Rg (¢)). El representante de una rotacién infinitesimal en un dngulo 6¢ alre-
dedor del eje &, debe cumplir una propiedad esencial: su desarrollo a primer or-
den en 6¢ debe ser tal que D(Rgn(é(]))) ~ 1-1],0¢/h. Donde ], es algin operador
hermitico con unidades de momento angular (las mismas que /) y cuyas propie-
dades debemos determinar. Para encontrar las propiedades que deben cumplir los
generadores de las rotaciones alrededor de los tres ejes cartesianos impondremos,
al igual que antes, la condicién que establece que estos representantes tengan las
mismas propiedades que sus representados. Es decir, impondremos la validez de
la condicién

D(Rg,(69))D(Rg, (6¢)) = D(Rg, (6¢))D(R, (6¢)) = D(Rg,(69%) - L. (6.35)
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Reemplazando las expresiones correspondientes para los representantes de las ro-
taciones alrededor de los ejes cartesianos se verifica que se debe cumplir la siguien-
te relacion entre los generadores.

]x]y_]y]x = lh]z
le]y] = ih/,. (636)

Para cualquier par de ejes, se puede verificar que, se cumple la relacién general
Ui Ji] = ihejli. (6.37)

Estas expresiones nos indican que para encontrar los representantes de las rota-
ciones debemos encontrar tres operadores que satisfagan esta relacion de conmu-
tacion. Una vez hecho esto podemos escribir ], = ¢, -fy la rotacién infinitesimal
alrededor del eje e, estd respresentada entonces por la expresion que escribimos
mas arriba. Con el mismo argumento que aplicamos a las traslaciones, para obte-
ner la rotacién finita debemos componer un ndmero infinito de rotaciones infini-
tesimales. Haciendo esto obtenemos que una rotacién finita debe ser tal que

A

D(Rg, (¢)) = exp(~i$p&, - J/h) (6.38)

Veamos algunos ejemplos sencillos de rotaciones. Para encontrar al represen-
tante de las rotaciones en un espacio cualquiera, basta con encontrar tres opera-
dores que satisfagan la relacién de conmutacion [J;,J] = ihieji ;. Mas adelante
veremos una forma constructiva de hacer esto para cualquier dimensién. Pero hay
algunas conclusiones que son evidentes a partir de estas relaciones de conmuta-
cién. Para dimensién finita es inmediato ver que Tr(Jx) = 0 para todo k = x,9,z y
por lo tanto todos estos operadores tienen autovalores positivos y negativos (que
suman cero). Hay algunos ejemplos sencillos que es importante estudiar:

Dimension N = 2 (Spin 1/2). En este caso es evidente que a partir de las ma-
trices de Pauli podemos construir tres operadores que satisfacen las relaciones re-
queridas: S = %iak . En efecto, esto es evidente usando que [0}, 0x] = 2i€ji01. En
consecuencia, el representante de las rotaciones en el espacio de dimensién N = 2
es:

D(Re, (¢)) = exp(~iit- S/h) = exp(~ift- Gp/2)

Est expresion se simplifica notablemente expandiendo la exponencia como suma
de potencias pares e impares. Usando la relacién (i7- &) = 1, es facil mostrar que
en este caso podemos escribir

D(Rg, (¢)) = cos(¢/2)1 —iiT- & sin(¢p/2) (6.39)

Al aplicar una rotacién modificamos el estado del sistema y por lo tanto también
cambian los valores medios de todos los observables.
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Para ver como se modifican los valores medios de las distintas componentes del
spin & = (o, 0y, 0;), debemos calcular el operador

' = D'(Rg,(¢))7D(Rg, () (6.40)
Empecemos por el caso particular en la direcciéon cartesiana z. En este caso o,

permanecera invariante o, = 0,. Veamos entonces como cambian las componentes
- . . .y .o N
€y, del spin cuando realizamos una rotacion alrededor del eje €,. Para €, tenemos

o = D'(Rs(¢))0xD(Re,(¢))
7 = (cos(¢p/2)1 +io,sin(¢p/2)) o, (cos(¢p/2)1 —io,sin(p/2))
oy = 0xcos(p)—aysin(¢p) (6.41)

Anélogamente, tenemos

0, = sin(¢)o, + cos(¢)ay.

Es interesante ver, que estos resultados para pueden resumirse mediante la si-

guiente ecuacion:
0 =Rg (p)o (6.42)

donde Rg, es la matriz de rotacion cartesiana Es decir, las componentes del
vector de matrices de Pauli se transforman ante rotaciones como lo hace un vector
en tres dimensiones, algo natural, pero no obvio a priori. De hecho, este caso par-
ticular puede generalizarse a cualquier direccién de rotacién #. El resultado que,
damos ahora sin demostracidn, es la extension esperable de la ecuacién anterior.

& = D(Rg,($))'d D(Rg,(¢))
& = Rg(¢)F (6.43)

Uno puede obtener este resultado siguiendo el proceso anterior, pero es trabajoso.
Mas adelante veremos una manera poderosa y elegante de obtener este resultado
sin hacer demasiadas cuentas.

Dimension N = 3. (Spin 1) En este caso debemos encontrar tres matrices de
3x3 que cumplan con las relaciones de conmutacién requeridas (aunque por ahora
no resulta obvio que haya una forma sistematica para hacerlo). Veamos un caso
particular:

000 00 —i 01 0
J. = hlo 0 1|,J,=h|0 0 0|, J.=h|{1 0 of. (6.44)
010 i 0 0 000

La comprobacién de que [],,],] = ilJ, puede hacerse de manera inmediata. Asimis-
mo, es inmediato diagonalizar cualquiera de estas tres matrices ya que solamente
tenemos que diagonalizar un bloque de 2x2 en el cual aparece una matriz de Pauli
(ox O 0y). Por ese mismo motivo, es claro que las tres matrices tienen autovalores
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0 y £h. A los autoestados de cada una de ellas podemos agruparlos en tres bases
de la forma By = {|m;),m; = 0, %1}, con k = x,7, z. Es interesante notar que ta repre-
sentacioén de los generadores de las rotaciones en este espacio dada en (6.44) no
es la habitual ya que ninguna de las matrices es diagonal en la base elegida para
escribirlas. En efecto, dicha base tiene la siguiente propiedad: el primer vector es
autoestado de J, con autovalor nulo, el segundo es autoestado de ]}, con autova-
lor nulo y el tercero es autovector de J, con autovalor nulo. Esta base, entonces,
podemos denotarla como B = {[0,),]0,),|0,)}. En esta base podemos escribir, por

ejemplo, los autoestados de ], como B, = {|0,),(|0,) £10,)) )/NV2).
La representacion (6.44) hace evidente una propledad importante de estos ope-
radores: Sus cuadrados conmutan, o sea: []]2 ]k] = 0, para todo par j, k. En efecto,

las expresiones anteriores nos permiten demostrar que los operadores I} = ]]f/h
son proyectores. Esto se deduce inmedidtamente notando que todos son diagona-
les en la base B que sus autovalores son 1 y 0. En otras palabras, la base B es la
base de autovectores comunes de ]2, ]y2 y J2.

Otra propiedad importante que se deduce a partir de la anterior es que ]]3/713 =
]]-/h, etc. En consecuencia, la matriz que representa a una rotacioén finita alrededor
de cualquier eje en este espacio siempre puede escribirse como

D(Rg,(¢)) = eXP(—iWn/h)
—1—sm¢+ 2(cosci)—l) (6.45)

6.2.4. Dimension Finita

En un espacio de dimension finita (N) no es posible encontrar operadores X
y P tales que [X,P] =ikl y por lo tanto no es posible construir representaciones
de las traslaciones en dichos espacios. Es sencillo demostrar que esto no es posi-
ble ya que en todo espacio de dimensién finita podemos usar libremente la rela-
cién Tr(AB) = Tr(BA). Por lo tanto, deberia cumplirse que Tr[A, B] = 0, con lo cual
no podria cumplirse la condicién antedicha que impone que Tr[X, P] = iAN. Esto
tiene una interpretacién natural ya que las representaciones que discutimos més
arriba corresponden a traslaciones infinitesimales o finitas pero continuas (conti-
nuamente conectadas con la identidad). Sin embargo, en un espacio de dimensién
finita es posible encontrar una forma de representar a las traslaciones discretas.

En efecto, supongamos que en ese espacio definimos una base B = {|k),k =
0,..,N —1}. Podemos pensar que cada estado |k) representa al sistema ubicado en
una posicién fija en una red de N puntos (con condiciones de contorno periédicas).
Sea T el operador de traslacién discreto. Naturalmente este operador debe cumplir
que T9Jk) = |k + g, mod(N)). Evidentemente este operador es unitario (mapea una
base en otra base) y satisface TN = 1 y por lo tanto sus autovalores son las raices
N-ésimas de la unidad.

Asimismo, podemos definir un operador Tp que traslade en momentos por
analogia con el caso continuo: debe ser un operador que sea diagonal en la ba-
se B, que representa a los autoestados de la posicién y también debe cumplir
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Tp|k> = exp(i2m k/N)|k) (o sea, sus autovalores también son las raices N—ésimas
de la unidad. Tal como lo hicimos en el caso continuo, en este caso discreto el
operador de traslacién en el espacio de fases puede definirse de modo tal que
D(a,b) = T“pr exp(imab/N).

Es interesante ver un ejemplo concreto: Para N = 2 tenemos B = {|0),|1)}, el ope-
rador de traslacién en posiciéon es U = o, el operador de traslacién en momento es
V =0, (donde o; son las conocidas matrices de Pauli). Es un ejercicio interesante
construir explicitamente estos operadores para N = 3 (prometo solucién!).

En conclusién para dimensién finita no es posible encontrar operadores posi-
cién y momento que satisfagan las relaciones de conmutacién canénicas. Sin em-
bargo, podemos definir perfectamente operadores que trasladan en la base de po-
siciéon y en la base de momento (y es posible demostrar que dichas bases se rela-
cionan una con la otra mediante la transformada de Fourier discreta). Estos ope-
radores de traslacion cumplen con las mismas relaciones que en el caso continuo
(reemplazando en todas las expresiones 7 — 27/N).

6.2.5. La constante de Planck

Es importante notar que la teoria de transformaciones en el espacio de Hilbert
requiere, necesariamente, la existencia de una constante fundamental con unida-
des de accién. En el caso cldsico, las funciones generatrices tienen unidades de
accion: la que corresponde a la identidad, por ejemplo, es F,(g,P) = qP y clara-
mente tiene esas unidades. En cambio, el operador que representa a la identidad
en el espacio de Hilbert es adimensional: es simplemente el operador identidad
U(0) = I. Entonces, si usamos como principio que los generadores de las distintas
transformaciones cudnticas sean los mismos que los de las transformaciones clési-
cas, al escribir D(T(¢€)) = I —ieK tenemos que usar un generador K cuyas unidades
sean las inversas de las de €. Siempre hay que usar una constante. Evidentemente
una eleccién apropiada de unidades en cada caso puede lograr que la constante sea
la misma para todas las transformaciones. Entonces, el formlismo de la mecanica
cuantica visto hasta ahora implica la existencia de una constante %. El valor de esa
constante queda indeterminado y debe ser fijado por los experimentos.
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